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1.1. Problemstellung. Eine projektive Ebene heil3t topologisch, wenn der Punkt- 
raum IP und der Geradenraum 5~ so mit Topologien versehen sind, dal3 Schneiden 
und Verbinden stetige Operationen werden. In einer Theorie solcher Ebenen wird 
man konkrete und umfassende Resultate nur unter topologischen Zusatzvoraus- 
setzungen erwarten k6nnen. Ahnlich wie in der Theorie der topologischen 
Gruppen hat sich die Forderung, dab die betrachteten Topologien lokalkompakt 
und zusammenh~ingend sein sollen, als guter Ausgangspunkt erwiesen; sie rfickt 
die betrachteten Ebenen topologisch in die N~ihe der klassischen Ebenen fiber den 
Zahlbereichen IR, II;, IH (Quaternionen) und 9 (Oktaven). 
Wie in der Theorie der projektiven Ebenen allgemein bilden auch unter den 
Ebenen dieser Art die Translationsebenen eine besonders wichtige Klasse. Sie sind 
dadurch definiert, dab eine Gerade L~ existiert derart, dab die Gruppe der 
Kollineationen, die genau die Punkte auf Loo festlassen, auf den iibrigen Punkten 
transitiv operiert. Man bezeichnet diese Gruppe als Translationsgruppe zur 
Translationsachse L~o. Der Punktraum einer lokalkompakten zusammenh~ingen- 
den Translationsebene ist eine Mannigfaltigkeit, deren Dimension m aufgrund es 
Satzes yon Adams fiber die Hopf-Invariante nur die Werte rn = 2, 4, 8, 16 annehmen 
kann; die projektiven Geraden sind (als Punktmengen aufgefal3t) hom6omorph zur 
Sphere der Dimension =m/2 (s. [25, w insbesondere 7.23ff.], [12, 3.1]). In der 
Folge wird mals die Dimension der Ebene bezeichnet. 
Auch die Klasse dieser Translationsebenen ist noch yon chaotischer Vielfalt. 
Ftir eine systematische Untersuchung wird man daher zus~itzliche Kriterien 
heranziehen, die die N~ihe zu den klassischen Ebenen messen. Da Geometrie 
insbesondere imStudium der Automorphismen von Inzidenzstrukturen besteht, ist 
die Gr613e der Kollineationsgruppe ein wichtiges Kriterium. Im bier betrachteten 
Kontext ist daffir die topologische Dimension der Gruppe der stetigen Kollineatio- 
nen ein geeignetes Mal3; dabei wird naheliegenderweise di kompakt-offene 
Topologie zugrundegelegt. Das damit abgesteckte Programm kann etwa lauten: 
Man bestimme alle lokalkompakten Translationsebenen der Dimension m, bei 
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denen die Dimension der Gruppe der stetigen Kollineationen oberhalb einer 
gewissen Schranke liegt. 
Bei 2-dimensionalen Ebenen ist die Antwort trivial, da die einzige 2- 
dimensionale okalkompakte Translationsebene tiberhaupt die klassische Ebene 
fiber den reellen Zahlen ist ([25,7.24]). Betten hat welter in einer Reihe yon 
Arbeiten (1972- 1977) alle 4-dimensionalen lokalkompakten Translationsebenen 
bestimmt, deren Kollineationsgruppe mindestens 7-dimensional ist. Bei Ebenen 
h6herer Dimensionen sind unter dem genannten Aspekt bisher nur spezielle Typen 
systematisch erforscht, n~imlich die 8-dimensionalen lokalkompakten Ebenen vom 
Lenz-Typ V (Ebenen, die sich fiber vierdimensionalen reellen Divisionsalgebren 
koordinatisieren lassen, [13]). Nunmehr soll das aufgestellte Programm allgemein 
ffir 8- und 16-dimensionale lokalkompakte Translationsebenen in Angriff genom- 
men werden. Die Resultate der vorliegenden Arbeit erlauben es, dieses Programm 
in eine Reihe yon Einzelf~illen aufzul/Ssen, die dann in weiteren Arbeiten behandelt 
werden sollen. 
1.2. Der Hauptsatz. Die Gr6Be der Kollineationsgruppe l~iBt sich ablesen an der 
Zusammenhangskomponente V derGruppe derjenigen stetigen Kollineationen, 
die die Translationsachse L~ invariant lassen, Nach [12,w hat man nun die 
Standgruppe yon F auf zwei verschiedenen Punkten von L~ gut im Griff. 
Komplementiir dazu ben6tigt man fiir die Absch~itzung der Dimension von F 
Aussagen tiber die Dimensionen der Bahnen yon F auf L~. Das diesbeziigliche 
Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit ist der folgende 
Hauptsatz. Sei ~ eine lokallcompakte Translationsebene d r Dimension 2n mit n-= 4 
oder n = 8, und sei F die Zusammenhangskomponente der Gruppe der stetigen die 
Translationsachse L~ invariant lassenden Kollineationen. Hat dann jede Bahn yon V 
in der n-Sphiire L~ Dimension oder n -  1, so ist ~ isomorph zur klassischen Ebene 
iiber den Quaternionen bzw. den Oktaven. 
Angemerkt sei, dab eine analoge Aussage bei 4-dimensionalen Translations- 
ebenen (also mit n=2) nicht gilt; gerade unter den nichtdesarguesschen 4- 
dimensionalen lokalkompakten Translationsebenen mitgrSBtm6glicher Kollinea- 
tionsgruppe finden sich solche, in denen Faufder 2-Sph~ire L~ eine Kreislinie ~ als 
Bahn hat und transitiv auf den Komponenten yon L~ \ ~ operiert ([4, 5]). 
Als konkretes Beispiel ffir die AnwendungsmSglichkeiten d s Hauptsatzes wird 
das folgende Resultat bewiesen, das bei der Behandlung yon achtdimensionalen 
kompakten topologischen projektiven Ebenen allgemein in [27] eine Rolle spielt: 
1.3. Satz. Die Gruppe der stetigen Kollineationen einer achtdimensionalen lokalkom- 
pakten Translationsebene, die nicht die klassische Quaternionenebene ist, hat 
Dimension h6chstens 18. 
Die hierin angegebene Schranke ist scharf; [13] enth~ilt Beispiele yon Ebenen 
der genannten Art, deren Kollineationsgruppe Dimension 18 hat. 
Ober solche Absch~itzungen hinaus sollen schlieBlich in der vorliegenden 
Arbeit als wichtigste Anwendung des Hauptsatzes Typeneinteilungen 8- und 16- 
dimensionaler lokalkompakter Translationsebenen mit groBen Kollineations- 
gruppen hergeleitet werden, die der Ausgangspunkt ffir die angestrebte Klassifika- 
tion sind. Die Durchfiihrung der Klassifikation auf der Basis dieser Typeneintei- 
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lungen ist dann einer Reihe weiterer Arbeiten vorbehalten, i  denen die einzelnen 
sich hier ergebenden Ebenentypen gesondert studiert werden. 
Der Formulierung dieser Typeneinteilungen seien zun~ichst einige 
1.4. Grundtatsachen und Konvent ionen  vorausgeschickt (vgl. [12, w Im folgenden 
sei .~ stets eine lokalkompakte zusammenh~ingende Translationsebene mit (pro- 
jektivem) Punktraum IP und Geradenraum •. Entfernt man die Punkte der 
Translationsachse Lo~, so erh~ilt man eine affine Ebene d mit Loo als uneigentlicher 
Geraden und Punktmenge A=IP\L~o. Sei G die Gruppe der affinen (d.h. L~ 
invariant lassenden) Kollineationen und (13 c die Untergruppe derstetigen Kollinea- 
tionen. Mit der kompakt-offenen Topologie bezfiglich A wird G C eine topologische 
Transformationsgruppe von A, IP und Loo ([12, 3.5]). Die Zusammenhangskompo- 
nente (der Identitiit) yon G C wird mit F bezeichnet. 
Die affine Punktmenge A ist in natfirlicher Weise ein topologischer Vektor- 
raum gerader Dimension fiber dem Kern IK eines koordinatisierenden lokalkom- 
pakten zusammenh~ingenden Quasik6rpers; dabei st IK als topologischer K6rper 
isomorph zu JR, I12 oder IH (vgl. [,12, 3.1, 3.2, 2.4]). Die aura transitive Gruppe von 
Translationen zur Achse L~ besteht genau aus den Vektorraumtranslationen, und 
die Geraden durch den als Ursprung ausgezeichneten Nullvektor osA sind lineare 
Teilriiume der halben Dimension. Durch die Ursprungsgeraden si d dann alle 
anderen Geraden bestimmt. G, G c und F sind semidirekte Produkte der 
Translationsgruppe mit den Untergruppen Go, G~ bzw. F o der den Ursprung o 
festlassenden Kollineationen; insbesondere istV o die Zusammenhangskomponente 
von G;. Der Kern IK l~iBt sich in der Kollineationsgruppe wi derfinden insofern, als 
der Normalteiler ~Eo, L~1 derjenigen Kollineationen von Go, die alle Punkte von Loo 
(oder gleichbedeutend alle Ursprungsgeraden) festlassen, gerade aus den skalaren 
Streckungen des IK-Vektorraums A besteht. Folglich sind die Elemente yon G O als 
Transformationen von A semilinear tiber dem Kern 1K. Im Fall IK = IR sind also 
alle Kollineationen aus G O linear und insbesondere stetig; bei 162dimensionalen 
lokalkompakten Translationsebenen ist dieser Fall stets gegeben ([,10, 
Theorem 1]). Im allgemeinen sind die Kollineationen aus G; jedenfalls linear tiber 
dem zu 1R isomorphen abgeschlossenen Unterk6rper yon IK. Zur Vermeidung von 
Fallunterscheidungen wird im folgenden meist dieser Unterk6rper als Grundkbr- 
per ftir die angegebenen linearen Strukturen gew/ihlt. Man erhglt so eine 
Identifikation von A mit dem lR-Vektorraum R z", die im folgenden stets 
zugrundegelegt sei. G~ wird dann eine abgeschlossene Untergruppe der generellen 
linearen Gruppe GL2n(N ) dieses Vektorraums. Wie schon eingangs erw~ihnt, gilt 
n~{1,2,4,8} (vgl. [25,7.12]). 
Ist N nicht die klassische Ebene ~(1H) fiber dem Quaternionenk/Srper IH selbst, 
so ist der Kern IKisomorph zu N oder C ([-10, Theorem 1]); die Gruppe der stetigen 
Automorphismen von IK ist also diskret. Die Kollineationen aus der zusammen- 
h~ingenden Gruppe V o slnd dann linear auch fiber IK. Der Normalteiler 
SFo = {7~Fo/det~ 7= 1} 
der Kollineationen aus Fo, die tiber 1K Determinante 1 haben, hat endlichen Schnitt 
mit der Gruppe G~o,L=~ der skalarela Streckungen des IK-Vektorraums A, d.h. SV o 
wirkt fast effektiv auf L~; und F o ist fastdirektes Produkt von SI- o und der 
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Zusammenhangskomponente yo  ll3to, L| SO dab die von V, V o und SV o induzierten 
Gruppen yon Hom/5omorphismen yon L~ gleich sind: 
rlg~=rolg~=SVolg~. 
Nach [12,3.8] ist FoIL ~ (mit der kompakt-offenen Topologie beztiglich L~o )
Quotient yon V o und daher eine Liegruppe. Insbesondere istdie Einschr~inkungsab- 
bildung S V o --, S Fol L~ eine (endlichbl~ittrige) Oberlagerung. 
Im Fall der klassischen Ebene ~(IH) (mit A = IH:) erreicht man dasselbe durch 
die Setzung 
8 Fo = SL2(I[-I ). 
SchlieBlich noch einige st~indig verwendete 
Bezeichnungen. Fiir eine Untergruppe f~ yon fi3, einen Punkt p und eine Gerade L
sind 
f2p={coef2/co(p)=p}, QL={Og~f2/~(L)=L} 
die Standgruppen yon ~ auf p bzw. L, 
die Gruppe der Kollineationen aus f2 mit Zentrum p und Achse L (die also alle 
Punkte von L lest und alle Geraden durch p invariant lassen) und 
~'~[L] = (~xsL ~'~x 
die Gruppe der axialen Kollineationen mit Achse L. Da jede axiale Kollineation 
ein Zentrum hat, ist 
~-2[L] = Upon" ~-~[p,L]" 
Die Bilder aller Punkte unter einer Kollineation aus ~tp, Ll lassen sich ausgehend 
vom Bild eines einzigen icht in {p}~L gelegenen Punkts dutch Schneiden und 
Verbinden konstruieren; folglich wirkt G~p, c~ frei auf IP \ ({p} uL), ferner sind alle 
axialen Kollineationen stetig. 
Fiir eine Untergruppe =_yon G ~ bezeichne =_~ die Zusammenhangskomponente 
yon E Ist L eine unter =_ invariante Gerade, so schreiben wir ElL fiir die 
(topologische) Gruppe {~IL / ~sE} der Hom/5omorphismen ~IL yon L (versehen 
mit der kompakt-offenen Topologie). 
Die angekiindigten Typeneinteilungen gehen aus yon folgendem Ergebnis in 
[15], das auch technisch stiindig ben/3tigt werden wird: 
1.5. Lemma iiber Aehsenstandgruppen ([15,2.1]). Seien s und w zwei verschiedene 
Punkte aus L~, und S und W die zugeh6rigen Ursprungsgeraden. Dann gilt: 
Vs, w hat eine gr6fite kompakte zusammenhiingende Untergruppe C. Diese hat 
Kodimension h6chstens 2, d.h. dim Vs, w < dim C + 2. 
Auch fiir jede abgeschlossene Untergruppe E yon S V o hat E~, ~-  Es, w eine gr6fite 
kompakte zusammenh~ngende Untergruppe K; f~r diese gilt dimE~,w<dimK + 1. 
Die Standgruppe yon S V o auf drei versehiedenen Punkten yon L~ ist stets kompakt. 
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Die nun folgenden Typeneinteilungss~itze b sagen, dab bei grol3er Kollinea- 
tionsgruppe insgesamt auch grol3e kompakte Achsenstandgruppen vorgefunden 
werden, und machen Aussagen fiber deren Isomorphietyp und Wirkung: 
1.6. Satz. Sei ~ eine achtdimensionale okalkompakte Translationsebene mit 
dim[ '> 17. Dann liegt eine der folgenden Situationen vor: 
(i) ~ ist die klassisehe Ebene fiber den Quaternionen. 
(ii) ~ hat Lenz- Typ V. 
(iii) V o lfifit genau zwei Ursprungsgeraden S und W invariant, und J~r die gr6fite 
kompakte zusammenh~ngende Untergruppe K yon SVs, w gilt K[Lo~ ~SO4(]R). 
(iv) Es existieren zwei verschiedene Ursprungsgeraden S und W, deren uneigentli- 
ehe Punkte s, weL~ den Bedingungen 
dim F(s) < 2, 
we V(s) oder F(s)= {s}, 
und dim V~ (w) > 1 
genfigen und derart, daft bezfiglich der gr6fiten kompakten zusammenhi~ngenden 
Untergruppe K yon SVs, w eine der beiden folgenden Alternativen zutrifft: 
(iv 1) KIL~o ~S03( IR ). 
(iv 2) K ist ein zweidimensionaler Torus, und der Kern yon ~ ist isomorph zu 112. 
Vv~rd sogar dim V > 18 vorausgesetzt, so muff neben den Situationen (i) und (ii) nut 
noch Situation (iv l) mit dim V(s) = 2 = dim V~(w) oder V(s) = {s}, F(w) = Lo~ \ {s} in 
Betracht gezogen werden. 
1.7. Satz. Sei ~ eine sechzehndimensionale lokalkompakte Translationsebene mit 
dim V> 38. Dann ist entweder ~ die klassische Ebene fiber den Oktaven; oder aber es 
existieren zwei verschiedene Ursprungsgeraden S und Wmit uneigentlichen Punkten 
s, weL~ so, daft beziiglich der grOfiten kompakten zusammenhiingenden Untergruppe 
K yon Vs, w eine derfolgenden Alternativen zutrifft: 
(i) 
(ii) 
(iii) 
(iv) 
(v) 
(vi) 
Den 
1 < dim F(s) < 6, w e F(s), 
oder 
V(s) = {s}, dim V~(w) > 1 
hinzugeffigt werden. 
K[S = SpinT(IR), KI W= SO 7(IR). 
K ist lokal isomorph zu U4(C ) oder SU4([~ ). 
KIS = Q2 = KI W. 
K ist lokal isomorph zu SOs(IR ) x SOB(R), SOs(IR ) x SO2(~, ) oder SOs(IR).I 
K ist lokal isomorph zu SO40R ) • 804(• ) oder SO4(IR ) xU2(ll~ ). 
K ist lokal isomorph zu SO2(/R ) x U3(C ). 
Alternativen (iv) bis (vi) kann dabei noch die Bedingung 
1 < dim F~(w) < 5 
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Ausdrficklich angemerkt sei, dab die angegebenen Bedingungen nur notwendig, 
nicht abet hinreichend fiir dim F > 17 bzw. dim F > 38 sind. - Die in Satz 1.6(ii) er- 
w~ihnten achtdimensionalen okalkompakten Ebenen vom Lenz-Typ V mit minde- 
stens 17-dimensionaler Kollineationsgruppe sind schon in [13] explizit bestimmt 
worden. Die fibrigen Alternativen werden in weiteren Arbeiten einzeln untersucht. 
Fast jede dieser Ebenenklassen th~ilt interessante Beispiele. Insgesamt werden 
sich auf diesem Weg alle achtdimensionalen okalkompakten Translationsebenen 
mit mindestens 17-dimensionaler Kollineationsgruppe und alle sechzehndimensio- 
nalen lokalkompakten Translationsebenen mit mindestens 38-dimensionaler 
Kollineationsgruppe b stimmen lassen. Ohne auf Einzelheiten einzugehen, kann 
man das Ergebnis dieser Klassifikation im Ausblick wie folgt umreigen. 
Abgesehen von der klassischen Ebene fiber IH gibt es sieben Familien von 
achtdimensionalen lokalkompakten Translationsebenen mitmindestens 17-dimen- 
sionaler Kollineationsgruppe: drei einparametrige Familien yon Lenz-Typ-V- 
Ebenen mit dim F= 18 ([13]), zwei einparametrige Familien yon Lenz-Typ-V- 
Ebenen mit dim F=17 ([13]), eine einparametrige Familie von Ebenen zur 
Alternative (iii) yon 1.6 (n~imlich die Ebenen fiber den Fastk6rpern yon Kal- 
scheuer-Tits [-18], [30], mit dim F= 17), schlieBlich eine bisher noch nicht bekannte 
zweiparametrige Familie yon Ebenen mit dim F = 17, die unter die Alternative (iv 1) 
yon 1.6 fallen. 
Abgesehen yon der klassischen Ebene iiber 9 gibt es Einf Familien von 
sechzehndimensionalen lokalkompakten Translationsebenen mit mindestens 38- 
dimensionaler Kollineationsgruppe: eine einparametrige Familie yon Lenz-Typ- 
V-Ebenen zur Alternative 1.7(iii) mit dim F=40 (n~imlich die Ebenen fiber den 
Divisionsalgebren 9 aus [14, 4.1]), eine einparametrige und eine zweiparametrige 
Schar yon Ebenen mit dim F = 39 zu den Alternativen 1.7(i) bzw. 1.7(iii), schliel31ich 
unter denselben Alternativen och jeweils eine Ebenenfamilie mit dim F-- 38, die 
yon einem nahezu beliebigen Hom6omorphismus yon IR parametrisiert wird. 
Die erw~ihnten Ebenenscharen rscheinen dabei s~imtlich als besonders homo- 
gener Kopf yon gr613eren Familien von Ebenen mit im allgemeinen etwas kleinerer 
Kollineationsgruppe, dieauch noch detailliert beschrieben und analysiert werden 
k6nnen. 
Bei der Herleitung der damit vorgestellten Siitze wird so vorgegangen, dab 
zuniichst in w die Typeneinteilungssiitze 1.6 und 1.7 sowie Satz 1.3 mit Hilfe des 
Hauptsatzes gewonnen werden; der Beweis des Hauptsatzes wird solange zurfick- 
gestellt und erfolgt erst in w 3. Diese Reihenfolge wurde gewiihlt, weil der Beweis der 
Typeneinteilungss~itze Licht auf Situationen wirft, die auch beim Beweis des 
Hauptsatzes betrachtet werden mfissen. 
Hier noch zwei Ergebnisse aus [15], die im folgenden stiindig bengtigt werden: 
1.8. Sphiirenlemma ([ 15, 2.2]). Sei E eine abgeschlossene Untergruppe yon S F o, und sei 
eine mindestens zweidimensionale Bahn yon E in L~, die nicht hom6omorph zueiner 
Sphiire ist. Dann ist ffir s, w E ~, s ~= w die Standgruppe E~, w kompakt. 
1.9. Sphiirensatz ([15, 1.2]). In einer lokalkompakten zusammenhfingenden Transla- 
tionsebene ~ der Dimension 2n mit n6{4, 8}, welche nicht isomorph zur klassischen 
Ebene fiber den Q uaternionen oder Oktaven ist, habe eine Untergruppe yon F eine zur 
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(n-- 1)-Sphgtre hom6omorphe Bahn in Loo. Dann besitzt Y in Loo Fixpunkte (und zwar 
genau einen oder genau zwei, je nachdem, ob ~ yore Lenz-Typ V ist oder nicht). 
Der u dankt der Deutschen Forschungsgemeinschaft ftir das Forschungsstipendium, z  
dessert Ergebnissen die vorliegende Arbeit gehOrt. 
w Typeneinteilung, mSgliche Kollineationsgruppen 
In diesem Paragraphen werden Informationen bereitgestellt, die es einerseits 
erlauben, die Typeneinteilungss~itze 1.6 und 1.7 sowie Satz 1.3 aus dem Hauptsatz 
abzuleiten, und die andererseits den Beweis des Hauptsatzes vorbereiten. Beim 
Beweis des Hauptsatzes wird sich n~imlich immer wieder die Frage stellen, ob und 
wie unter seinen Voraussetzungen gewisse Gruppen ats Kollineationsgruppen 
wirken k5nnen; bier werden diejenigen F~ille betrachtet, in denen sich diese Frage 
ganz allgemein beantworten l~il3t. 8- und 16-dimensionale Ebenen werden dabei 
getrennt behandelt, so dab der ausschlieglich an einer bestimmten Dimension 
interessierte Leser sich auf den betreffenden Tell des Paragraphen beschrgnken 
kann. Wit beginnen mit 8-dimensionalen Ebenen (2.1 - 2.4); Abschnitte 2.5 - 2.13 
befassen sich dann mit 16-dimensionalen Ebenen. 
2,1. Lemma. Seien S und W zwei verschiedene Ursprungsgeraden ei er achtdimensio- 
nalen lokalkompakten Translationsebene, und sei K eine kompakte zusammenhiingen- 
de Untergruppe yon S Fs, w. Ist dim K>3, so wirkt K auf der zur 4-Sphi~re 
hom6omorphen Translationsachse Loo 8quivalent zur Einpunktkompaktifizierung 
einer der folgenden klassischen linearen Wirkungen: 
(1) SO4(IR ) auflR 4, 
(2) U2(~ ) oder SU2(II~ ) aufC 2, 
(3) SO3(IR ) auf lR 3 x IR. 
Beweis. K hat mindestens zwei Fixpunkte in L~ (n~imlich die uneigentlichen Punkte 
von S und W). Die Behauptung folgt nun nach [24], wo alle kompakten 
zusammenh~ingenden Li gruppen, die effektiv auf der 4-Sph~ire wirken kSnnen, 
samt Wirkung bestimmt werden. [] 
2.2. Beweis yon Satz 1.3 und der Typeneinteilung 1.6 anhand es Hauptsatzes 1.2. 
Sei ~ eine achtdimensionale lokalkompakte Translationsebene, die nicht 
isomorph zur klassischen Ebene fiber IH ist. Dann lgBt die Kollineationsgruppe 
yon @ die Translationsachse L| invariant (s. z.B. [12, 3.2]), ist also affin. Die 
Dimension der Gruppe der stetigen Kollineationen ist gleich der Dimension ihrer 
Zusammenhangskomponente F. Hat ~ Lenz-Typ V, so folgt dim F < 18 nach w 4 
yon [13]. 
Zum Beweis von 1.3 und 1.6 kann man also annehmen, dab ~ nicht vom Lenz- 
Typ V ist und daB dim F ~ 17. Man hat dann zu zeigen, daB eine der Alternativen 
(iii) oder (iv) von 1.6 zutrifft; ferner ist ffir 1.3 die Absch/itzung dim V<18 zu 
beweisen, wobei ffir 1.6 der Grenzfall dim V = 18 noch n~iher pr~izisiert werden muB. 
Der Hauptsatz 1.2 besagt nun die Existenz eines Punktes EL~ mit dim V(s) < 2. 
1st V(s)= {s}, so w~ihlen wir einen weiteren uneigentlichen Punkt w beliebig aus 
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L~ \ {s}. Andernfalls ei w~F(s)\  {s} gewiihlt. Dann ist 
dim F(s) + dim rs(w )_<4. (1) 
Seien S und W die zu s und w gehSrigen Ursprungsgeraden. In Anbetracht der affin 
transitiven Translationsgruppe ist dim Fs, w=dim Fs, w+8. Nach Voraussetzung 
und mit der bekannten Dimensionsformel gilt also 
17 < dim F = dim F (s)+ dim Fs(w)+ dim Fs, w + 8. (2) 
Nun ist 
rs,w = s rs ,w .  (rto, L~j) 1 . (3) 
Da .~ nicht die klassische Ebene fiber 114 sein soil, ist V[o,L=] isomorph zu IR • oder 
r215 je nachdem, ob der Kern der Ebene isomorph zu IR oder I12 ist. Jedenfalls gilt 
dim Vto,L~] <2. (4) 
Sei nun K die grSBte kornpakte zusammenh~ingende Untergruppe yon S Fs, w. Nach 
(1)-(4) und mit dem Lernma 1.5 tiber Achsenstandgruppen erh~ilt man 
3<dimSVs,w<dimK+l,  also dim K_>2, (5) 
5<dim Vs, w < dim K+ 1 +2 =dim K+3. (6) 
Man beachte dabei, dab wegen K ~ SV o 
dim K=dim KILo~. 
Zun~ichst betrachten wit nun die Situation, dab sogar dim K>3, aber KIL o 
nicht isomorph zu SO3(IR ) ist. Die Aufziihlung 2.1 der ffir KJLo~ in Frage 
kommenden M6glichkeiten zeigt, dab dann K in Lo~ auBer den Fixpunkten s und w 
lauter zur 3-Sphiire homSomorphe Bahnen hat. Nach dem Sphiirensatz (vgl. 1.9) 
sind daher s und w Fixpunkte yon ganz F. Wegen (2) und (6) mug dann 
17 <dim Vs, w+8<dim K+3 +8 
sein, was nach 2.1 nur mit KILoo-~SO4(~,) und dim V= 17 zu erfiillen ist. Diese 
Situation ist in Alternative (iii) yon 1.6 beschrieben. 
Es miissen jetzt noch die F~ille behandelt werden, in denen KIL~o-~SO3(IR ) 
oder d imK=2 ist. Nach (2), (6) und (1) ist dann 
17 <_ dim F =< dim F(s) + dim V,(w) + dim K + 3 + 8 < 18. (7) 
Der Grenzfall dim F = 18 ist insbesondere nur mit dim K= 3, also K[L~ ~-SO3(IR), 
und dimF(s)+dimVs(W)=4 zu erreichen. Nach Wahl yon s und w ist dabei 
entweder dim V~(w) < dim V(s) < 2 und daher notwendig dim Vs(W ) = 2 = dim F(s); 
oder aber s ein Fixpunkt von V und dann notwendig dim V(w)= 4, wobei w ein 
beliebiger Punkt yon L~ \ {s} = IR * ist, so dab V auf L ,  ~. {s} mit lauter offenen 
Bahnen, also transitiv operiert. 
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Allgemein folgt aus (7) wegen dim V(s)< 2, dal3 dim V~(w)> 1; man erh~ilt somit 
Alternative (iv) der Typeneinteilung 1.6, sobald gezeigt ist, dab im Fall dim K = 2 
der Kern der Ebene notwendig isomorph zu C sein muB. Andernfalls w~ire aber 
~o,L~l ~ lit• nach (3) und (5) also dim Vs, w--< 4, im Widerspruch zu (6). [] 
Vorbereitend ftir den Beweis des Hauptsatzes in w 3 werden nun einige lineare 
Gruppen hinsichtlich m/Sglicher Wirkungen als Kollineationsgruppen achtdimen- 
sionaler lokalkompakter T anslationsebenen untersucht: 
2.3. In einer achtdimensionalen okalkompakten Translationsebene kann SV o keine zu 
SL 3 (IR) lokal isomorphe abgeschlossene zusammenhi~ngende Unt rgruppe enthalten. 
Beweis. Angenommen, a sei eine solche Untergruppe. Eine maximale kompakte 
Untergruppe von A ist dann lokal isomorph zur maximalen kompakten Unter- 
gruppe SO3(IR )von SL3(1R ) und wie diese sogar als Untergruppe schlechthin 
maximal ([9], [22]). 
A kann nun nicht transitiv auf der 4-Sph~ire L~ operieren, da sonst nach [21, 
5.6] auch eine maximale kompakte Untergruppe dort transitiv operieren mtil3te, 
was schon aus Dimensionsgriinden nicht angeht. Also existiert ein Punkt s~L~, 
dessen Bahn A(s) unter A h/Schstens dreidimensional ist. 
Ist sogar dim A(s)<2, so folgt fiir geeignetes wsL~\{s},  dab 8=dimA=< 
4 + dim A .... also dim As,w > 4. Nach dem Lemma 1.5 tiber Achsenstandgruppen 
enth~ilt A~,w eine zusammenh~ingende kompakte Untergruppe der Dimension 
mindestens 3, also eine maximale kompakte Untergruppe yon A. 
Ist dim A(s) = 3, so erh~ilt man ftir w s A(s) ", {s} die Absch~itzung 8 = dim A < 
3 + 3 + dim A . . . .  also dim As,w > 2. Nach dem Sph~irenlemma (vgl. 1.8) ist entweder 
As, w kompakt, oder aber A(s) ist hom6omorph zur 3-Sph~ire. Da eine maximale 
kompakte Untergruppe von A keine zweidimensionalen kompakten Untergrup- 
pen hat, ist im ersten Fall As, w selbst eine maximale kompakte Untergruppe. Im 
zweiten Fall ist nach [21, 5.6] eine maximale kompakte Untergruppe benfalls 
transitiv auf der 3-Sph~ire A(s) und hat daher bekanntlich zwei Fixpunkte in der 4- 
Sph~ire Lo~ (vgl. [15, 3.9]). 
In allen F~illen hat also eine maximale kompakte Untergruppe K yon A zwei 
Fixpunkte s, wEL~o. Wegen dim A - dim K = 5 > dim L~ sind die Standgruppen A s
und A w echt gr613er als K. Da K maximal in A ist, folgt A=A .... was einen 
fulminanten Widerspruch gegen die Struktur yon Achsenstandgruppen (vgl. 1.5) 
bedeutet. [] 
2.4 In einer achtdimensionalen lokalkompakten Translationsebene kann eine zu 
SL2(C ) lokaI isomorphe abgeschlossene zusammenhiingende Untergruppe a yon S F o 
nicht irreduzibel auf der affinen Ebene A wirken. 
Beweis. Angenommen, die lineare Wirkung von A aufA = 1R 8 ist irreduzibel. Wie 
man sich anhand der Tabelle [32] leicht fiberlegt, verwirklicht dann A bis auf 
Aquivalenz fiber 1R die komplex-lineare irreduzible Darstellung von SL 2 ((12) in C 4. 
Deren Einschr~inkung auf die maximale kompakte Untergruppe SU2(II~) yon 
SL 2 (117) liefert eine Darstellung, die nicht vom reellen Typ, also ebenfalls irreduzibel 
auch fiber 1R ist. 
Eine beliebige maximale kompakte Untergruppe K von A l~il3t also insbesonde- 
re keine Ursprungsgerade invariant, d.h. hat keinen Fixpunkt in L~. Nun hat K 
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--~ SU2(~ ) keine Untergruppen der Kodimension 1und daher in L~ nur Bahnen 
der Dimension 2 oder 3. 
Die Ergebnisse yon Richardson tiber Wirkungen kompakter Liegruppen auf 
der 4-Sph~ire (insbesondere w167 4, 5 von [24]) zeigen, dab folglich KI5oo ~iquivalent 
zur Darstellung yon SO3(1R ) vom Gewicht 2 auf der Einheitssphiire des IR s ist ([24, 
S. 479]); insbesondere hat K in Loo genau zwei 2-dimensionale Bahnen (,,Ausnah- 
mebahnen", [24, Theorem 1.1 und 1.2]), und keine der Bahnen yon K in Loo ist 
hom6omorph zu einer Sph~ire ([24, w 5]). 
Fiir einen beliebigen Punkt seL~ ist dim A (s) > dim K(s) > 2; und auch die B ahn 
A(s) ist nicht hom~5omorph zu einer Sph~ire, da sonst nach [21, 5.6] auch eine 
maximale kompakte Untergruppe transitiv auf einer solchen Sph~irenbahn operie- 
ren miil3te. Fiir weA(s)\{s) ist also ks, w nach dem Sph~irenlemma (siehe 1.8) 
kompakt. AuBerdem ist A insbesondere nicht transitiv auf der 4-Sphiire Loo. 
W~ire dim A(s)= 2, so w~ire die kompakte Gruppe As, w mindestens 2-dimensio- 
nal und folglich eine maximale kompakte Untergruppe yon A (da eine solche keine 
2-dimensionalen U tergruppen besitzt); maximale kompakte Untergruppen yon A 
haben aber keine Fixpunkte in L~o. 
Alle Bahnen yon A in Loo miJssen also mindestens 3-dimensional sein; und da A 
nicht transitiv auf Loo ist, existiert ein Punkt saLoo mit dim k(s)=3. Nach der 
Titsschen Klassifikation [29, S. 222ff.] aller zweifach transitiven Wirkungen yon 
Liegruppen kann nun A _-__ S t  2 (C) nicht zweifach transitiv auf der dreidimensiona- 
len Bahn A (s) operieren; folglich existiert ein Punkt weA(s)\  {s} mit dim As, ~ > 1. 
Ist K eine (A~,s)* enthaltende maximale kompakte Untergruppe von A, so hat K in 
k(s) also eine zweidimensionale Bahn. Daneben kann K in A(s) keine dreidimensio- 
nale Bahn haben, denn diese w~ire in der dreidimensionalen Mannigfaltigkeit A(s) 
(mit der yon A/A s induzierten Topologie) einerseits often, andererseits abgeschlos- 
sen, da kompakt, und aus Zusammenhangsgriinden also gleich A(s), im Wider- 
spruch zur Existenz einer 2-dimensionalen K-Bahn in A(s). Also miiBte die 
dreidimensionale Bahn A(s) in den beiden zweidimensionalen Bahnen yon K in L~ 
enthalten sein, was aus Dimensionsgriinden nicht angeht. [] 
Die nun folgenden geometrischen Aussagen, die in lokalkompakten zusam- 
menhiingenden Translationsebenen beliebiger Dimension gelten, dienen der 
Vorbereitung der Diskussion seehzehndimensionaler Ebenen, die anschliel3end 
begonnen werden soll: 
2.5. Sei Seine affine Gerade und E eine kommutative Untergruppe yon ~ts]. Dann 
existiert ein eeL~ derart, daft E ~_ Gte, S 1. 
In der Tat: Da Loo eine Fixgerade von Gist,  und da jede vonder Achse ver- 
schiedene Fixgerade iner nichtidentischen axialen Kollineation durch ihr Zen- 
trum geht, ist Gts~= Ue~L~ te, S~" Ist E nicht in ~S^L~,L~ enthalten, d.h. existiert 
eine Kollineation {e E \ {id }, deren Zentrum ee Leo nicht der uneigentliche Punkt 
S A Loo yon S ist, so bleibt e lest unter der kommutativen Gruppe E, da flit 7eGts l 
das Zentrum yon 7 ~ Y- * der Punkt 7(e) ist. Da nicht mit der Achse S inzident, ist 
dann der Fixpunkt e das Zentrum einer jeden Kollineation aus E. [] 
2.6. (Involutionen.) Sei tE~ eine stetige affine den Ursprung o festlassende 
Kollineation, welche involutorisch ist. Nach [-2] besteht die folgende Alternative: 
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(i) Entweder ist t eine axiale Kollineation 
oder 
(ii) 1 ist eine Baer-Involution. 
Da wir lokalkompakte zusammenh/ingende Translationsebenen betrachten, 
l~il3t sich dies folgendermaBen konkretisieren: 
(i) t sei axial. Ist die Achse von z die Translationsachse L~, so ist l die 
Spiegelung am Ursprung. Andernfalls ist die Achse eine Ursprungsgerade, deren 
affine Punkte den Unterraum der Fixpunkte der Involution ~ als /R-linearer 
Abbildung von A--IR 2" bilden. Daneben l~il3t dann z genau eine weitere 
Ursprungsgerade invariant (bestehend aus den Eigenvektoren yon z zum Eigenwert 
- 1), da einerseits jeder invariante indimensionale 1R-lineare Teilraum yon A in 
einer invarianten Ursprungsgeraden thalten ist, und andererseits jede yon der 
Achse verschiedene Fixgerade der axialen Kollineation zdurch das Zentrum yon 
geht. 
(ii) bedeutet, dal3 die unter z invarianten Punkte und Geraden der projektiven 
Ebene eine Baer-Unterebene ~ bilden, d.h. eine Unterebene, mit der jede 
projektive Gerade einen Punkt gemeinsam hat. Der 1R-lineare Unterraum IB der 
Fixpunkte von z in A = 1R 2" besteht aus den affinen Punkten von ~. Daher ist IB ein 
Unterraum der halben Dimension (far eine nicht zu ~ geh6rige Ursprungsgerade 
S vermittelt die Parallelprojektion i  S-Richtung eine lineare Bijektion yon IB auf 
jede yon S verschiedene Ursprungsgerade).- 
Der folgende Sachverhalt ist eine der Besonderheiten yon sechzehndimensiona- 
len Ebenen, die ihr Studium erleichtern. Man beachte, dal3 in sechzehndimensiona- 
len lokalkompakten Translationsebenen (wie in 1.4 angedeutet) alle Kollineatio- 
nen stetig sind, da der Kern einer solchen Ebene stets isomorph zu 1R ist. 
2.7. Lemma. In einer 16-dimensionalen lokalkompakten TransIationsebene seiC eine 
kompakte Untergruppe yon q3 o. Dann gilt: 
(i) Die Einschriinkungsabbildung C--* C[Lo~ ist ein Isomorphismus oder eine 
zweibliittrige Oberlagerung. 
(ii) Li~fit C eine Ursprungsgerade S invariant, so wirkt C fast effektiv auf S, d.h. die 
Einschrgmkungsabbildung C---, C] S ist ein Isomorphismus oder eine endlichbliittrige 
Uberlagerung. 
Beweis. Die Behauptung ist eine geometrische Ubersetzung der Resultate aus [10]. 
(i) Nach [10, Theorem 1] ist der Kern einer 16-dimensionalen lokalkompakten 
Translationsebene st ts isomorph zu IR. Die Streckungsgruppe Gto~L~ der Ebene 
ist also isomorph zur multipIikativen Gruppe IR • yon 1R. Der Kern der 
Einschriinkungsabbildung C~ C[L~o ist eine kompakte Untergruppe dieser 
Gruppe, hat also h6chstens zwei Elemente. 
(ii) Man hat zu zeigen, dab der Kern Crs I der Einschr~inkungsabbildung 
C~ CIS endlich ist. Da CES 1 eine kompakte IR-lineare Gruppe ist, gentigt es zu 
verifizieren, dab die Zusammenhangskomponente (CEsj)1 trivial ist. 
Angenommen, dies w~ire nicht der Fall. Dann enthielte CES j eine eindimensiona- 
le Torusuntergruppe T. Nach 2.5 existiert ein Punkt w~L~ derart, dal3 T ~ (13~,s J. 
Zuniichst kann w nicht der zu S geh6rige uneigentliche Punkt ssL~ sein. Die 
Scherungsgruppe ~3~,s 1 ist ngmlich isomorph zu einer Untergruppe der additiven 
Gruppe Q + eines die Ebene koordinatisierenden Quasik6rpers Q (vgl. [11, 3.1.30 S. 
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134]); und nach [-25, w 7, insbesondere 7.23] ist Q + isomorph zur Vektorgruppe IR a, 
enthglt also keine Torusuntergruppen. 
Also miil3te w~Lo~\{s} sein. Sei W die zu w geh6rige Ursprungsgerade. 
Koordinatisiert man die affine Ebene mit W und S als erster und zweiter 
Koordinatenachse fiber einem 8-dimensionalen lokalkompakten Quasik~Srper Q, 
so ist G~w,s J isomorph zur multiplikativen Gruppe des Mittelnukleus yon Q (vgl. 
[11, 3.1.28 S. 134]). Diese enth/ilt aber nach [i0, Theorem 2] ebenfalls keine 
Torusuntergruppen. Damit ist (ii) bewiesen. [] 
Fiir die Klassifikation [24] yon Richardson, die das Studium der Wirkung 
kompakter Kollineationsgruppen auf der Sph~ire L~ bei 8-dimensionalen Ebenen 
so sehr erleichtert, steht in der Literatur kein h6herdimensionales Analogon zur 
Verfiigung. Ersatzweise kann man bei 16-dimensionalen Ebenen die lineare 
Wirkung kompakter Kollineationsgruppen auf etwa vorhandenen invarianten 
Ursprungsgeraden studieren. Hierzu dient die folgende Obersicht iber die groBen 
Untergruppen yon SOa(IR ). Man erh~ilt sie durch routinem~iBige Anwendung 
bekannter Tatsachen fiber die Darstellungen der einfachen kompakten Liegrup- 
pen: 
2.8. Hilfssatz. Sei = eine kompakte zusammenh6ngende Untergruppe yon GLs(IR ) mit 
dim E>__ 10. Dann ist E als IR-Iineare Transformationsgruppe yon IR8 iiquivalent zu 
einer der folgenden linearen Gruppen in der naheliegenden Wirkung : 
(1) SOs(IR) auf IRs, 
(2) SO7(IR ) auf IR v x IR, 
(3) SpinT(lR ) auflR 8 (Spindarstellung zu SO7(IR)), 
(4) U4(r  ) auf r 
(5) SO6(IR) x SO2(IR ) auf IR6 x I112, 
(6) SU4(r ) aufq2 ~, 
(7) S06(IR ) auf IR 6 x 11t_ 2, 
(8) G z aufIR" xlR, 
(9) SU2(lH).{(~)~--~(ya)/a~IH,,a]=l}aufdemlH-RechtsvektorraumlH 2, 
(10) SO5(IR ) x SO3(IR ) aufIR 5 x IR 3, 
(11) SO4(IR) x SO,(IR) auf IR 4 x IR4, 
(12) su2( IH) .{ (y )~(yC) /cer  2, 
(13) SOs(N) x SO2(IR) auf IRs x IR 2 x IR, 
(14) SUz(IH ) auf IH 2, 
(15) SOs(IR) auf IR 5 x IR3, 
(16) SO4(IR) x Uz(~; ) auf IRe x r 
(17) U3(r ) x SO2(IR ) auf r x IR2. 
Beweis. (a) E ist fastdirektes Produkt eines kompakten zusammenh~ingenden 
halbeinfachen Normalteilers N und einer zentralen Torusgruppe T (vgl. z.B. [16, 
12.14]). Man betrachte nun einen kompakten zusammenh~ingenden ei fachen 
Normalteiler 5" maximaler Dimension von N. Dann ist E fastdirektes Produkt yon 
Z mit der Zusammenhangskomponente Z d s Zentralisators von IL 
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(b) Die Kenntnis der kompakten einfachen Liegruppen und ihrer Darstellun- 
gen (etwa nach der Tabelle [32]) lehrt folgende Alternative: 
(b l) Entweder sind alle einfachen zusammenh~ingenden Normalteiler von N 
lokal isomorph zu SU2(~) 
oder aber 
(b2) Y als lineare Transformationsgruppe von IR8 ist ~iquivalent zu einer der 
folgenden linearen Gruppen (in der naheliegenden Wirkung): 
PSU3(G ) in der adjungierten Darstellung; SU3(II2 ) auf C3x ]R2; 
SOs(]R ) auflR 5 xiR3; SU2(IH ) auf IH2; 
G 2 auf IR 7 x IR; 
SO6(IR ) auf IR6 x 1R2; SU4(C ) auf ~4; 
SpinT(iR ) auf IRs; 
SOT(IR ) auf IRv x IR; SOs(IR ) auf IRs. 
(c) Zun/ichst betrachten wir Alternative (b 1). N wird in diesem Fall endlich 
tiberlagert von einem direkten Produkt SU z (C) k. W/ire k < 2, so w~ire dim E __< 8, da 
die Dimension des zentralen Torus T yon E=N-T  begrenzt wird durch die 
Tatsache, dab die maximalen Tori von GLs(IR ) Dimension 4 haben. E hat also 
einen zu SUz(C) 3 lokal isomorphen kompakten Normalteiler (9. Die nichttrivialen 
Darstellungen yon SU2(II?) 3 sind nun mindestens dreidimensional (iiber IR), und 
der Kern der irreduziblen Darstellungen i den reellen Dimensionen 4, 6, 8 [bzw. 3, 
5, 7] enthNt mindestens einen [bzw. zwei] der Faktoren SU2(C), wie man der 
Tabelle [32] anhand der Weylschen Dimensionsformel ([32, 7.6 S. 9]) entnimmt. 
Daher sind die irreduziblen Komponenten der Wirkung von@ in IRs 4- 
dimensional, so dab @ auf IR a wie eine Untergruppe yon SO4(IR ) x SO4(IR ) auf 
IR4 x IR4 wirkt, wobei sowohl 1R a x {0} als auch {0} x IR4 der Unterraum der 
Fixpunkte mindestens eines der einfachen Faktoren yon (3 ist und daher unter ganz 
_= invariant bleibt. Folglich wirkt auch die kompakte zusammenh/ingende Gruppe 
_= auf IRs wie eine Untergruppe von SO4(IR ) x SO4(IR ). Wegen d imE> 10 erh~ilt 
man angesichts der Untergruppenstruktur von SO4(]R ) (s. z.B. [13, w 3]) einen der 
F~ille (11) oder (16) der Behauptung. 
(d) Zur Behandlung der Alternative (b2) wird im folgenden 2 fallweise mit den 
genannten Gruppen identifiziert. Die Bestimmung m6glicher Zentralisatoren wird 
erleichtert durch die folgende Bemerkung: 
(Geometrisches Standardargurnent.) Der Zentralisator yon SOk(IR ) bzw. SUk(C ) 
(k > 3) in GLk(/R ) bzw. GL2k(IR ) besteht aus den skalaren Streckungen yon IRk bzw. q~k 
~ IR 2k. 
Die angegebenen Gruppen haben n~imlich auf verschiedenen indimensionalen 
Teilr~iumen yon IRk bzw. 112 kverschiedene Standgruppen. Eine zentralisierende IR- 
lineare Transformation i duziert daher den identischen Automorphismus auf den 
zugeh6rigen projektiven R/iumen. Unter diesem Blickwinkel ist die Aussage ein 
wohlbekannter Sachverhalt der projektiven Geometrie (s. z.B. [3, III.l S. 44]). 
Die verschiedenen M6glichkeiten far Y werden nun einzeln diskutiert. 
(e) Wegen dim_= > 10 kann Z nicht die adjungierte Darstellung von PSUB(~ )
verwirklichen, da diese in GL 8 (]R) nur yon den reellen Streckungen zentralisiert 
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wird, was etwa folgendermal3en inzusehen ist: Der Zentralisator yon SU2(~ )
x {1} in SU3(~2 ) ist ein eindimensionaler Torus; in der adjungierten Darstellung 
l~iBt also SU2(~ )__G_ PSU3(~7 ) genau einen eindimensionalen Teilraum punktweise 
fest. Dieser bleibt invariant unter jeder linearen Transformation ~, die die 
adjungierte Darstellung zentralisiert; der Eigenraum V von ~ zu einem geeigneten 
Eigenwert ist also nicht {0}. Nun ist V invariant unter PSU3(C), und da die 
adjungierte Darstellung irreduzibel ist, ist V der ganze Raum und s die Streckung 
mit einem Skalar. 
(f) Ist Y~ die Gruppe SU a (~) in ihrer naheliegenden Wirkung auf~ 3 x IR 2, so liii3t 
der Zentralisator yon E die beiden Unterr~iume ~2 3 x {0} und {0} x IR 2 invariant, da 
diese sich als Vereinigung yon Eigenr~iumen zu den Eigenwerten -1  bzw. + 1 
gewisser Elemente yon Y beschreiben lassen. Da kompakt, induziert die Zusam- 
menhangskomponente Z des Zentralisators yon Y in E auf {0} x IR 2 h/Schstens einen 
eindimensionalen Torus, auf C 3 x {0} nach dem geometrischen Standardargument 
komplexe Streckungen vom Betrag 1. Wegen dim E > 10 erh~ilt man notwendig Fall 
(17). 
(g) Nach dem geometrischen Standardargument ist der Zentralisator der 
naheliegenden Wirkung von SOs(IR ) auf ]RSx IR3~IR s in GLs(IR )das direkte 
Produkt der Streckungsgruppe yon IR s mit der generellen linearen Gruppe des 
Faktors IRa. Ist Y gleich SO 5 (IR), so wirkt also die zusammenhiingende kompakte 
Gruppe Z auf IR s x {0} trivial und auf {0} x 1R 3 ~iquivalent zu einer Untergruppe 
der maximalen kompakten zusammenh~ingenden Untergruppe SO3(IR ) von 
GL3(IR ). Die nichttrivialen zusammenhiingenden echten abgeschlossenen U ter- 
gruppen yon SO 3 (IN) sind nun genau die eindimensionalen Torusuntergruppen; sie 
sind paarweise konjugiert. Folglich erh~ilt man einen der Fiille (10), (13), (15) der 
Behauptung. 
(h) Der Zentralisator von SUz(IH ) in GLs(IR ) besteht aus den skalaren 
Streckungen des lH-Rechtsvektorraums lI-I 2 (man werte aus, dab er yon den 
Matrizen ( 1 a),( a 1)eSU2(IH)mitaeIH, lal=lzentralisiertwird, alsOinsbesOn- 
dere aus IH-links-linearen Abbildungen yon Diagonalgestalt besteht). Ist E gleich 
SU2(IH), so ist Z folglich aus Kompaktheitsgriinden ei e Untergruppe der Gruppe 
Spin3(lR ) der Streckungen mit Quaternionen der Norm 1. Angesichts der 
Untergruppenstruktur yon Spin 3 (IR) erh~ilt man einen der FNle (9), (12), (14) der 
Behauptung. 
(i) Der Zentralisator yon G 2 in GLs(IR ) ist das direkte Produkt der Streckungs- 
gruppen yon ]R 7 und IR, wie man mit einer Variante des geometrischen 
Standardarguments sieht (vgl. [-14, S. 212-213]), enth~ilt also keine nichttrivialen 
kompakten zusammenh~ingenden Untergruppen. Aus Y = G 2 folgt also Z = {id}, 
d.h. E= G 2. Dies ist Fall (8) der Behauptung. 
(j) Der Fall Y = SO6(IR ) wird behandelt wie in (g); er fiihrt auf die M/Sglichkei- 
ten (5) und (7). Eine unmittelbare Anwendung des geometrischen Standardargu- 
ments zeigt, dab sich unter der Annahme Y = SU4(C ) genau die F~ille (4) und (6) 
ergeben. 
(k) Spinv(lR) enth~ilt eine zu Spin6(lR ) = SU4(IE ) isomorphe Untergruppe (vgl. 
etwa [15, 3.5(d)]). Der Zentralisator yon SpinT(1R ) in GLs(IR) ist also nach dem 
\ 
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geometrischen Standardargument in der Gruppe der komplexen Streckungen yon 
C*= IR s enthalten. Andererseits kann aus Dimensionsgriinden Spin7(lR ) nicht in 
GL4(II? ) enthalten sein (sie wiire sonst konjugiert zu einer Untergruppe der 
maximalen kompakten Untergruppe U4(C )von GL4(C)); daher ist eine kompakte 
zusammenh~ingende Untergruppe des Zentralisators von SpinT(lR ) trivial. Aus 
Y = Spin 7 (IR) folgt daher _ = Spin 7 (IR) (Fall (3)). 
(1) Nach dem geometrischen Standardargument is der Zentralisator in 
GLs(IR )der gew/Shnlichen Wirkung yon SOv(1R ) auf IR 7 x 1R das direkte Produkt 
der Streckungsgruppen von IR v und IR. Aus Y= SOT(N ) folgt also E = SOT(IR ). - 
Ist schliel31ich ~= SOs(IR), so folgt schon aus Dimensionsgrtinden _= =Y, da _= als 
kompakte zusammenhgngende Untergruppe von GLsOR ) zu einer Untergruppe 
der maximalen kompakten Untergruppe SOs(N ) yon SLa(IR ) konjugiert ist. 
Mit diesen Informationen l~il3t sich nun dem Beweis der Typeneinteilung 1.7 
folgendermaBen vorarbeiten: 
2.9. Hilfssatz. Seien S und Wverschiedene Ursprungsgeraden iner 16-dimensionalen 
lokalkompakten Translationsebene ~, und sei K eine kompakte zusammenhiingende 
Untergruppe yon rs, w. Dann gilt: 
Ist ~ nicht die kIassische Ebene fiber ID, und ist dim K> 10, so trifft bis auf 
Vertauschung yon S und W eine der Alternativen ( i ) -  (vi) der Typeneinteilung 1.7 zu. 
Zum Beweis betrachte man die Einschr~inkungsabbildung K ---, K[S, die nach 2.7 
ein lokaler Isomorphismus ist. Unter der Annahme dim K > 10 sind die m6glichen 
Alternativen ffir die lineare Gruppe KIS nach 2.8 bekannt. Entsprechendes gilt 
natfirlich ffir K[W. 
Ist K[S = SO8(1R ), also K lokal isomorph zu SOs(N), so ist ~@ nach [-15, 3.7] zur 
klassischen Ebene fiber (D isomorph. 
Induziert K aufeiner der Geraden S oder W die Gruppe SO 7 (/R), so kann aufder 
andern Geraden icht ebenfalls SOT(1R ) induziert werden: sonst wtirde n~imlich K
auf W und S einen von o verschiedenen Punkt und damit ein nicht ausgeartetes 
Viereck der affinen Ebene festlassen und k6nnte dann gedeutet werden als 
Automorphismengruppe eines koordinatisierenden Quasik6rpers ([1, Satz l l  S. 
135]); achtdimensionale lokalkompakte Quasik6rper haben nach [14] aber nie 
eine zu SO7(1R ) lokal isomorphe Automorphismengruppe. Folglich muB die 
Alternative (i) von 1.7 vorliegen. 
Wirkt K auf S und W als Spinv(1R), so ist N nach [15, 3.6] isomorph zur 
klassischen Ebene tiber ID. 
Die iibrigen M6gtichkeiten, die nach 2.8 f/Jr K IS bestehen, sind in den 
Alternativen (ii)-(vi) von Satz 1.7 bis auf lokale Isomorphie zusammengefal3t; 
man beachte, dab SU4(~ ) bzw. SUz(IH ) die universellen Oberlagerungen von 
SO6(1R ) bzw. SO 5 (1R) sing und dab die multiplikative Gruppe tier Quaternionen 
mit Norm 1 die universelle Oberlagerungsgruppe S in3(IR )von SO3(IR ) ist. [~ 
2.10. Hilfssatz. In einer sechzehndimensionalen lokalkompakten Translationsebene 
sei Z eine zu G 2 lokal isomorphe, kompakte zusammenhiingende Untergruppe yon [-o. 
Dann Ii~J3t Z zwei Ursprungsgeraden invariant. 
Beweis. Als halbeinfache lineare Gruppe yon A=IR 16 wirkt ~ vollst~indig 
reduzibel. Die Dimension einer lR-linearen irreduziblen Darstellung von G 2 ist 7, 
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14 oder gr6Ber als 16 (vgl. [32]); folglich hat Y einen von o verschiedenen Fixpunkt 
in A und l~igt dann auch die durch diesen Punkt bestimmte Ursprungsgerade L 
invariant. Ist Vein zu L komplement~irer 2-invarianter 8-dimensionaler Teilraum 
von A=IR  16, so ergibt sich wieder anhand der Dimensionen der irreduziblen 
Darstellungen yon G 2, dab ~ auch in V \  {o} Fixpunkte hat und folglich eine 
weitere von L verschiedene Ursprungsgerade invariant l~il3t. [] 
2.11. Hilfssatz. In einer sechzehndimensionalen lokalkompakten Translationsebene 
habe eine zu SU4(IE ) lokal isomorphe, kompakte zusammenhiingende Untergruppe Y 
yon V o einen Fixpunkt s in Lo~. Dann hat ~ weitere Fixpunkte in L~ \ {s}, und 
abgesehen yon den Fixpunkten haben alle Bahnen yon ~ in Lo~ die gIeiche Dimension. 
Beweis. L~ \ {s} ist hom6omorph zu 11/8. Hat 2 in Lo~ Bahnen der Dimension 7, so 
folgt die Behauptung unmittelbar aus der Theorie kompakter Transformations- 
gruppen von 1R" ([23, w 3]). 
Im folgenden sei also vorausgesetzt, dab die Bahnen yon Y in L~ h~Schstens 6-
o~ 
dimensional sind. Nach der Ubersicht 2.8 ist eine echte abgeschlossene zusammen- 
hiingende Untergruppe yon 2 entweder zu SU2(IH ) lokal isomorph oder sie hat 
Kodimension >6. Insbesondere sind die Bahnen von Y in L~ unter unserer 
Voraussetzung 6- oder 5-dimensional oder Fixpunkte. 
Zun~chst m6gen dabei 6-dimensionale Bahnen tats~ichlich vorkommen; wir 
zeigen, dab dann keine 5-dimensionalen Bahnen auftreten. Angenommen n/imlich, 
die Bahn yon weL~ unter Y wiire 5-dimensional, also (Zw) 1 lokal isomorph zu 
SU2(IH ). Fiir alle e aus einer geniigend kleinen Umgebung yon w in L~ ist (2e) 1 
konjugiert zu einer Untergruppe von (Yw) 1 ([21, 5,3 S. 215ff.]). Nun ist nach [24, 
Theorem 1.2 und 1.3] die Vereinigung der 6-dimensionalen Bahnen yon Y dicht in 
L~, also kann e aus einer 6-dimensionalen Bahn, d.h. mit dim(~e) a =9 gewiihlt 
werden. Andererseits hat (y ) l  als zu SU2(IH ) und damit zu SOs(N ) lokal 
isomorphe Gruppe keine abgeschlossene Untergruppe der Dimension 9 ([-20, 
Lemma 4]). Dieser Widerspruch zeigt, dab Y neben 6-dimensionalen Bahnen in 
L~ \ {s} nut Fixpunkte haben kann; dab tats~ichlich weitere Fixpunkte auftreten, 
folgt wieder nach [24, Theorem 1.2 und 1.3]. 
Es mul3 nun noch der Fall behandelt werden, dab 2 in L~ neben Fixpunkten ur 
5-dimensionale Bahnen hat; zu zeigen ist, dab s nicht der einzige Fixpunkt ist. In 
dieser Situation bleibt jede Ursprungsgerade unter einer zu SU2(IH ) und damit zu 
SO s(N ) lokal isomorphen zusammenNingenden abgeschlossenen U tergruppe 
von ~ invariant. Da SU4(~ ) lokal isomorph zu SO6(IR ) ist, sind nach [20, 
Lemma7] alle solchen Untergruppen konjugiert. Sei S die zu s geh6rige 
Ursprungsgerade, und sei V ein 8-dimensionaler zu S komplement~irer Y- 
invarianter Unterraum yon A = IR ~ 6. Nach der lJbersicht 2.8 wirkt Z auf V wie 
SU4(C ) auf C 4 oder wie SO6(IR ) auf 11t 6 x IR 2. Im zweiten Fall hat ~ Fixpunkte in 
V \  {o}; diese bestimmen dann yon S verschiedene 2-invariante Ursprungsgera- 
den. Im ersten Fall (Yl V = SU~((U)) betrachten wir eine beliebige Ursprungsgerade 
W mit dim Wc~ V > 1. Da eine W invariant lassende zu SU2(IH ) lokal isomorphe 
kompakte zusammenhiingende Untergruppe von ~ dann auf V wie S U 2 (IH) auf IH 2, 
also insbesondere transitiv auf den eindimensionalen lR-linearen Teilriiumen von V 
wirkt, folgt W= V. In jedem Fall existiert neben S also eine weitere Z-invariante 
Ursprungsgerade, und damit ein Fixpunkt yon ~ in Lo~ \ {s}. [] 
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Nunmehr kann schliel31ich der 
2.12. Beweis der Typeneinteilung 1.7 anhand des Hauptsatzes 1.2 
gefiihrt werden. 
Sei N eine sechzehndimensionale lokalkompakte Translationsebene mit 
dim V>38, 
die nicht isomorph zur klassischen Oktavenebene ist. Der Hauptsatz 1.2 besagt 
die Existenz eines Punktes ssLoo mit 
dim V(s) _<_ 6. (1) 
Ftir einen zunSchst beliebigen weiteren Punkt w~Loo \ {s} (tiber den im folgenden 
noch genauer verftigt werden wird) seien S und W die zu s und w geh6rigen 
Ursprungsgeraden u d K die gr613te kompakte zusammenh/ingende Untergruppe 
yon Is, w gem/ig 1.5. Da der Kern der Ebene stets isomorph zu IR ist ([10, 
Theorem 1]), folgt anhand der Kompaktheit von K unmittelbar aus der Definition 
yon Sro, dab K in SVs. w enthalten und daher die gr613te kompakte Untergruppe von 
(S[-s,w) ~ ist. Nach dem Lemma tiber Achsenstandgruppen (1.5) ist entweder 
(Sis, w)* kompakt, also (SCs, w) ~ = K (2a) 
oder 
dim S Vs, w = dim K + 1. (2b) 
Nach 1.4 ist 
(r~, w)~ = (s rs, w) ~- P, (3) 
(wo P=(V[o,r~j) 1 die Gruppe der Streckungen der affinen Ebene mit positiven 
reellen Skalaren bedeutet) und folglich entweder 
dim r's, w = dim K + 1 (4a) 
oder 
dim Is, w = dim K + 2. (4b) 
Das Ziel ist, zu zeigen, dab s und w so gew/ihlt werden k6nnen, dab K grol3 wird. 
Wir beachten, dab wegen der Transitivit~it der Translationsgruppe dim Q w = 
dim Vs.w+ 16 und erhalten mit den bekannten Dimensionsformeln 
38 < dim V = dim F(s) + dim F~(w) + dim Fs, w + 16. (5) 
In (1) unterscheiden wir nun die folgenden drei Fglle (a)-(c). 
(a) Ist s sogar ein Fixpunkt von 1-, so erh/ilt man aus (4) und (5) stets 38 < 
0 + dim V~(w) + dim K + 2 + 16, also dim K > 20-  dim Vs(W ) > 12. Nach 2.9 liegt dann 
eine der Alternativen der Typeneinteilung 1.7 vor. 
(b) Ist 1 <dim F(s)<5, so wghle man weV(s ) \  {s). Aus (4) und (5) ergibt sich 
dann 38 < 5 + dim Fs(w )+ dim K + 2 + 16 und folglich dim K > 15 - dim Vs(W ) > 10, 
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was wiederum nach 2.9 auf die Alternativen der zu beweisenden Typeneinteilung 
fiihrt. 
(c) Nun mug noch der Fall 
dim F(s) = 6 
behandelt werden. Wit unterscheiden dabei drei Situationen (cl)-(c3): 
(cl) Zun~ichst ei F(s) nicht hom6omorph zur 6-Sphiire, und F sei nicht zweifach 
transitiv auf F(s). Die erste Annahme impliziert nach dem Sphiirenlemma (vgl. 1.8), 
dab SVs, W kompakt ist, dab also in (2) und (4) jeweils die sch~irfere Absch~itzung (2a) 
bzw. (4a) gilt. Nach der zweiten Annahme existiert ein Punkt w~V(s)'-,{s} mit 
dim Fs(W )< 5. Mit (5) folgt insgesamt 38 < 6 + dim Fs(W ) + dim K + 1 + 16 und damit 
dim K > 15 - dim Fs(w )> 10, was wiederum mit 2.9 auf die behauptete Typeneintei- 
lung zu schliegen gestattet. 
(c2) Nun betrachten wir den Fall, dab V(s) hom/5omorph zur 6-Sph~ire ist. Nach 
[21, 5.6] und wegen FIL~o = FoIL ~ ist dann eine maximale kompakte Untergruppe C 
yon V o ebenfalls transitiv auf F(s). Sei _=_ der Ineffektivitiitskern yon C auf V(s). Nach 
[6, Theorem IIl] und [23,w ist die auf der 6-Sph~ire V(s) effektiv und transitiv 
wirkende Gruppe C/- isomorph zu SOT(N ) oder G 2. Die exakte Homotopiese- 
quenz der Faserung C ~ C/E zeigt, dab E h/fchstens zwei Zusammenhangskompo- 
nenten hat; C/E 1 tiberlagert also SOT(IR ) oder G 2 endlich. Nun existiert eine 
kompakte zusammenh~ingende Untergruppe Y yon C, die mit E 1 endlichen Schnitt 
hat und C =Z-E 1 erftillt (vgl. z.B. [16, 12.17]). Y ist dann lokal isomorph zu SOT(IR ) 
oder G 2. Nach 2.10 und [15, 3.6] 1/iBt ~ in beiden Fiillen zwei Ursprungsgeraden S' 
und W' invariant. Mit S' und W' anstelle yon S und Werhiilt man nach 2.9 einen der 
Fiille (i) oder (iii) der Typeneinteilung 1,7. 
(c3) Alternativ zu (cl) und (c2) ist nun noch die Situation zu behandeln, dab F 
auf der 6-dimensionalen Bahn V(s)= Vo(s ) zweifach transitiv operiert, wobei V(s) 
nicht hom/fomorph zur 6-Sph~ire ist. Die fiir die Wirkung yon V auf F(s) 
bestehenden M/Sglichkeiten k/Snnen nun der Titsschen Klassifikation aller zwei- 
fach transitiven Liegruppen ([29, S. 222ff.]) entnommen werden: Nach dieser 
Klassifikation w~ire V(s), falls kompakt, hom6omorph zum sechsdimensionalen 
reellen projektiven Raum V6(~:{) oder zum dreidimensionalen komplexen projekti- 
ven Raum P3(~2), und die yon F auf r(s) induzierte Gruppe r}F(s) von Hom6omor- 
phismen enthielte eine abgeschlossene Untergruppe, die auf V(s) die tibliche 
Wirkung yon PSL7 (IR) auf P6 (IR) bzw. von PSL4(IE ) auf P3 (IE) realisieren wtirde. 
Diese Situationen vertragen sich nicht mit der Tatsache, dab wegen FIL< = SFo[L~ 
und nach dem Lemma tiber Achsenstandgruppen (1.5) die Standgruppe yon FiF(s) 
auf drei verschiedenen Punkten yon V(s) kompakt sein mug. Alternativ erbleibt 
nach der Titsschen Klassifikation ur noch die folgende M6glichkeit: 
V(s) (mit der yon F/F~ induzierten Topologie) liigt sich so mit 11t 6 identifizieren, 
dab F~ dort als Gruppe lR-linearer Abbgdungen (und transitiv auf IR6~ {0}) 
operiert. Wegen F}L~o = FoiL ~ wirkt insbesondere Fo, ~ transitiv auf dem Raum 
der orientierten eindimensionalen Teilr~iume yon F(s)= IR 6. Da ~ homiSomorph 
zur 5-Sph~ire ist, gilt das gleiche fiir (Fo,s) ~ und ftir jede maximale kompakte 
Untergruppe O yon (Fo,~) 1 ([21,5.6]). Mit [20, Theorem I], [23,w und [7] 
erschlieBt man, dab folglich O auf V(s) = ]R 6 operiert wie eine der Gruppen SO 6(IR), 
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U3(q2 ) oder SU3(• ) in ihrer fiblichen Wirkung auf IR 6 bzw. C 3. Dies l/iBt sich auch 
der expliziten Beschreibung aller auf ]R 6 zweifach transitiven Liegruppen bei 
[31, Yh6or6me 4.1 (4a) - (4c)] entnehmen. 
Die nach 2.7 zu (3 lokal isomorphe lineare Gruppe @IS muB also eine 
Faktorgruppe haben, die zu SO6(IR ), U3(I/? ) oder SU3(C ) lokal isomorph ist. Nach 
der Ubersicht 2.8 fiber die grol3en kompakten zusammenhgngenden Untergruppen 
yon GLs(IR ) ist im Fall @IV(s) = SO6(IR) folglich @IS und damit (3 lokal isomorph zu 
SO6(1R ) oder SO6(]R ) x SO2(1R); in den beiden andern F~illen lehrt die l~lbersicht 
2.8, dal3 dann notwendig dim @ = dim @IS < 10. Die erstgenannte Situation ftihrt auf 
Alternative (ii) der Typeneinteilung 1.7, da dann der zu SO6(1R ) und damit zu 
SU4(ff2 ) lokal isomorphe zusammenh~ingende abgeschlossene Normalteiler 2 yon 
(3 nach 2.11 neben S eine weitere Ursprungsgerade invariant l~il3t. 
Es verbleiben die F~ille mit dim (3 < 10; wir zeigen, dab sich dann notwendig 
dim F<35 ergibt, womit diese F~ille angesichts der Generalvoraussetzung 
dim F > 38 ausscheiden. Wir w~ihlen hierzu w ~ I-(s)-- {s} beliebig und k6nnen dann 
mittels Konjugation in ([-o.~)1 annehmen, dal3 die maximale kompakte Untergrup- 
pe @von (Vo, s) ~ die gr/513te kompakte zusammenh~ingende Untergruppe K von 
Vs,w~_Vo,s enth/ilt. Es ist dann K=(@J ,  wegen dimO(w)=5 daher 5+dimK 
= dim @ und wegen dim (3 < 10 also dim K < 5. Mit (5) und (4) folgt daraus dim 1- < 
6+6+5+2+16=35.  
Damit ist die Typeneinteilung 1.7 bewiesen. [] 
Als Analogon zu 2.3 beweisen wir noch: 
2.13. In einer sechzehndimensionalen lokalkompakten Translationsebene enthMt V onie 
eine zu SL3(112 ) lokal isomorphe abgeschlossene Untergruppe. 
Beweis. Angenommen, iX w~ire ine zusammenh~ingende Untergruppe von V o dieser 
Art. Die lR-linearen irreduziblen Darstellungen yon SL3(II? )haben Dimension 6, 9, 
12, 16 oder gr613er als 16 (s. z.B. Tabelle [321). Wtirde iX reduzibel auf der affinen 
Ebene A = IR 16 wirken, so hgtte folglich iX yon o verschiedene Fixpunkte und liege 
also eine Ursprungsgerade S invariant. Auf einem zu S komplement/iren A- 
invarianten Teilraum V= 1R ~ von A = 1R ~ 6 h~itte iX aus demselben Grund ebenfalls 
vono verschiedene Fixpunkte; neben S g~ibe s also eine weitere unter iX invariante 
Ursprungsgerade W.Dies w~ire in eklatanter Widerspruch gegen die allgemeine 
Struktur von Achsenstandgruppen (1.5), da SLa(C ) keine kompakten Untergrup- 
pen der Kodimension h6chstens 2 hat. 
Es bleibt der Fall, dab iX irreduzibel aufA =IR ~6 wirkt; die Wirkung ist dann 
~iquivalent zur adjungierten Darstellung von SL3(~ ) auf der LJealgebra 
A2 = {A ~ c(3)  / sp ~ = 0} 
der komplexen 3x 3-Matrizen mit verschwindender Spur. Wir identifizieren A 
entsprechend mit A z. Man betrachte nun die Involution zvon iX = PSL3(~), die der 
Matrix 
( -  1-- 1 1) ~SL3((U) 
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entspricht. Sie wird yon der SL2(C ) x { 1} ~ SL3(~2 ) entsprechenden U tergruppe 
yon A zentralisiert. Wiire z axial, so liel3e ~ gem~if5 2.6 genau zwei Ursprungsgeraden 
lest, die dann auch invariant unter I w~iren; dies steht wiederum im Widerspruch 
zur Struktur yon Achsenstandgruppen (1.5). Also mug ~ gemiil3 2.6 eine Baer- 
Involution sein. Der Raum der affinen Punkte der zugeh/Srigen Baer-Unterebene 
ist der Unterraum 
der Fixpunkte yon 1 in A = A 2. Auf dem ~-invarianten 6-dimensionalen Unter- 
raum 
yon II3 wirkt ~ irreduzibel, da Y dort die adjungierte Darstellung yon SL2(C ) 
induziert. Der dazu komplementiire 2-dimensionale Unterraum 
I( a IB 2 = ~ a a~C -2a  
von IB bleibt punktweise fest unter ~; also mtil3te E in der Unterebene ~ auch eine 
Ursprungsgerade, d.h, einen 4-dimensionalen lR-linearen Teilraum von I13 inva- 
riant lassen, was der Irreduzibilitiit yon Y auf IB 1 widerspricht. [] 
w 3. Beweis des Hauptsatzes 
3.1. Generalvoraussetzung, Grundannahmen. Sei ~ eine lokalkompakte Transla- 
tionsebene der Dimension 2n mit ne {4, 8}, in der jede Bahn yon V auf Loo Dimen- 
sion n oder n - 1 hat. Wir nehmen an, dal3 ~ nicht isomorph zur klassischen Ebene 
tiber den Quaternionen oder den Oktaven ist; der Beweis des Hauptsatzes 1.2 
besteht darin, diese Annahmen zum Widerspruch zu ftihren. 
Die in 1.4 definierte zusammenh~ingende abgeschlossene Untergruppe 
A=S% 
yon V o hat wegen SFolLo~ = [-]L~ in L~ ebenfalls nut Bahnen der Dimension oder 
n -1 ;  es sei daran erinnert, dab A fast effektiv auf Lo~ wi rk t . -  Der 
3.2. Gang des Beweises liil3t sich folgendermaBen umreiBen. Zuniichst wird gezeigt, 
da[3 A halbeinfach sein mug, nicht kompakt sein darf und als Gruppe lR-linearer 
Transformationen der affinen Ebene A = IR ;n nur irreduzibel wirken kann. Da A 
noch gewissen Dimensionseinschriinkungen unterliegt, ist die Liste der t'dr A in 
Frage kommenden Gruppen und m/3glichen Darstellungen relativ klein und kann 
fallweise bearbeitet werden. Nattirlich erhiilt man ftir n = 4 und n = 8 jeweils ganz 
verschiedene Listen. Eine wichtige Fallunterscheidung ergibt sich je nachdem, ob A 
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sogar (quasi-)einfach oder aber fastdirektes Produkt zweier echter halbeinfacher 
zusammenh~ingender abgeschlossener Normalteiler A 1 und A 2 ist. Im zweiten Fall 
hat man ffir die Wirkung yon A auf A = IR 2" die folgende Alternative: 
- Entweder ist die Wirkung von A zu beschreiben als die Reellifizierung einer 
komplex-linearen Darstellung von A = A1 9 a 2 auf C n = ~;"' | ~,2 mit na 9 Y/2 = Y/, 
welche das Tensorprodukt von irreduziblen komplex-linearen Darstellungen der 
Faktoren A i auf C "~ (i = 1, 2) ist, 
- oder abet die Wirkung yon A kann beschrieben werden als die reelle Form einer 
komplex-linearen Darstellung von A = a j 9 A 2 auf ~22~ =I1~ "1 | q?"2 mit n~- n 2 = 2n, 
welche das Tensorprodukt von irreduziblen komplex-linearen Darstellungen der 
Faktoren a i auf 112 "~ ist. 
Da n gleich 4 oder 8 ist, ist entweder eines der nl gleich 2 oder aber man hat n~ 
=n2=4.  Daher spielen im Beweis Tensorfaktoren C 2 und ~24 und die auf ihnen 
m6glichen Darstellungen yon Faktoren yon A in verschiedenen Situationen eine 
wichtige Rolle. 
Fiir achtdimensionale Ebenen besteht der Beweis in den Abschnitten 3.1 - 3.12, 
wobei 3 .1 -  3.9 auch dem Beweis ftir sechzehndimensionale Ebenen zugrundelie- 
gen, w/ihrend 3.10-3.12 ausschlie131ich den achtdimensionalen Fall behandeln. 
3.3. Eine acht- oder sechzehndimensionale lokalkompakte Translationsebene, in 
der die affine Kollineationsgruppe transitiv auf L~ operiert, ist nach [-26] die 
klassische Ebene fiber lI-I bzw. 9 Da entsprechend der Generalvoraussetzung die 
Ebene ~ nicht klassisch sein soll, kommen also unter den Bahnen von A in L~ 
tats~ichlich Bahnen der Dimension n -  1 vor. 
Keine der Bahnen von A in L~o ist hom/5omorph zu einer Sphgre: eine zur n- 
Sph~ire hom6omorphe Bahn wiirde n~imlich Transitivit~it auf L~ bedeuten, und 
eine zur (n - 1)-Sph~ire hom6omorphe Bahn wtirde nach dem Sph~irensatz (vgl. 1.9) 
die Existenz von Fixpunkten von A in L~ nach sich ziehen. 
Das Lemma fiber Achsenstandgruppen (1.5) und das Sph~irenlemma (1.8) 
besagen daher: 
3.4. F/~r je zwei verschiedene Punkte s, w~L~ ist jede abgeschlossene Untergruppe 
yon As, w entweder selbst kompakt, oder sie enthgtlt eine kompakte Untergruppe der 
Kodimension 1. Liegt w in der Bahn A(s) yon s, so ist As, w kompakt. [] 
Eine unmittelbare, ffir die Anwendung sehr handliche Folgerung ist 
3.5. Sei =_ eine abgeschlossene Untergruppe yon A, die keine kompakte Untergruppe 
der Kodimension h6chstens 1 hat. Dann liegen alle unter =_ invarianten eindimensiona- 
Ien 1R-linearen Teilriiume yon A = IR 2~ in ein- und derseIben Ursprungsgeraden. [~ 
Diese Informationen sind entscheidende Beweishilfsmittel. Sie werden immer 
wieder herangezogen, um bestimmte a priori denkbare Konstellationen ftir A 
auszuschliel3en. Die wichtigsten Folgerungen sind jedoch die nachstehenden 
Aussagen: 
3.6. Die Liegruppe a ist halbeinfach und nicht kompakt, 
Beweis. Zur Halbeinfachheit ist zu zeigen, dab A keinen nichttrivialen abgeschlos- 
senen zusammenh~ingenden kommutativen Normalteiler enth~ilt. Angenommen, 
w~ire ein solcher. 
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Zun~ichst mug cb kompaktfrei sein: Sonst hiitte n~imlich A eine zentrale 
eindimensionale Torusuntergruppe T, und diese h~itte nach [28,4.7.12 S. 197] einen 
Fixpunkt s in Loo, da Loo als Sph~ire gerader Dimension nicht verschwindende 
Eulercharakteristik hat. Wegen der Zentralit~it yon T besttinde dann die ganze 
Bahn A(s) aus Fixpunkten von T. Da A(s) in L~ h6chstens Kodimension 1hat, und 
da nach [19] die Fixpunktmengen nichttrivialer kompakter zusammenh~ingender 
und effektiver Transformationsgruppen mi destens Kodimension 2 haben, mtiBte 
also T identisch aufL~ wirken, im Widerspruch dazu, dab A fast effektiv auf Loo ist. 
Da kompaktfrei, w~ire a) also eine Vektorgruppe. Eine Einparameterunter- 
gruppe q)l von (b h~itte nun wieder nach [28, 4.7.12 S. 197] einen Fixpunkt s 
in Loo, und wegen der Kommutativit~it von 9  bestiinde die ganze Bahn ~(s) 
aus Fixpunkten yon (I)1: Enthielte ~(s) auger s noch einen weiteren Punkt w, 
so w~ire ~ ~ ]R eine abgeschlossene Untergruppe der nach 3.4 kompakten Stand- 
gruppe A ..... ein Widerspruch. Folglich mtiBte s ein Fixpunkt von ganz q~ sein. 
Da ~ als Normalteiler yon A vorausgesetzt ist, bestiinde mithin die ganze 
Bahn A(s) aus Fixpunkten yon ~. Da A(s) nicht einpunktig ist, kann man daraus 
nach demselben Schlug wie eben die Kompaktheit yon ~ folgern; dieser Wider- 
spruch beweist die Halbeinfachheit yon A. 
Wiire A kompakt, so hiitte A in der n-Sph~ire Loo neben Bahnen der Dimension 
n -1  noch Ausnahmebahnen kleinerer Dimension ([24, Theorem 1.1]). [] 
3.7. Der lR-Vektorraurn A = JR. 2n ist irreduzibel unter A. 
Beweis. Da A halbeinfach ist, zerf~llt A als direkte Summe von unter A irreduziblen 
IR-linearen Teilr~iumen. 
Sei Wein solcher. Wir betrachten A als Transformationsgruppe des projektiven 
Raums P(W) der eindimensionalen Teilriiume von W(mit der tiblichen Topologie). 
H~itte A in P(W) Bahnen der Dimension < n -  2, so g~ibe s eine Untergruppe der 
Kodimension h/Schstens n -  2, die einen eindimensionalen Teilraum yon W, und 
damit auch die durch diesen bestimmte Ursprungsgerade L yon ~, invariant liege. 
Die Bahn des uneigentlichen Punkts L A Loo von L unter A w~ire dann ebenfalls 
h6chstens (n - 2)-dimensional, im Gegensatz zu den Voraussetzungen. Also betr/igt 
die Dimension jeder Bahn yon A in P(W) mindestens n -  1. 
Insbesondere ist jede irreduzible Komponente von A mindestens n-dimensio- 
nal. W~ire A = IR 2" nicht selbst irreduzibel, so miigte folglich die Dimension jeder 
irreduziblen Komponente W genau gleich n sein, und A miigte auf der (n-1)-  
dimensionalen Mannigfaltigkeit P(W) mit lauter (n-1)-dimensionalen Bahnen, 
also transitiv wirken. Man betrachte nun die stetige Abbildung 
0: P(W) ~L~:  [x]~--+xoo =(o v x) A L| 
die jedem eindimensionalen Teilraum yon W den uneigentlichen Punkt x~ der 
durch ihn bestimmten Ursprungsgeraden zuordnet. Da der (n-1)-dimensionale 
reelle projektive Raum nicht in die n-Sphgre einbettbar ist ([17]), ist 0 nicht 
injektiv; d.h. es existiert eine Ursprungsgerade L yon ~ mit dim W r L > 2. Sei VV~ 
ein eindimensionaler Teilraum yon Wc~L und A 1 die Untergruppe der Elemente 
yon A, die W1 invariant lassen. Es gelten die Beziehungen 
A~A L={beA/b(W O~Wc~L}. 
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Wegen der Transitivit~it von A auf P(W) w~iren A/A~ und AL/A 1 homSomorph zu 
P(W) bzw. P(Wc~L), und wegen dim P(Wc~L)>I h~itte man folglich dimAL= 
dim A~ + dim AL/A 1 > dim A 1 = dim A - dim A/A 1 = dim A - (n -  1). Die Dimen- 
sion dim A-  dim A L der Bahn des uneigentlichen Punkts L/~ L~ von L w~ire also 
kleiner als n -1 ,  im Gegensatz ur Generalvoraussetzung. Dieser Widerspruch 
zeigt, dab A auf A irreduzibel wirken mug. [] 
Im folgenden behandeln wir im voraus noch einige Situationen, die unter der 
Annahme, dab A nicht einfach ist, immer wieder auftauchen: 
3.8. Angenommen, A ist fastdirektes Produkt zweier nichttrivialer abgeschlossener 
zusammenh~ingender halbeinfacher Normalteiler A 1 und A z. Beztiglich der 
Wirkung von A auf A =]R 2" betrachten wir die folgenden beiden Situationen: 
(a) A ist beschrieben als Tensorprodukt IR2| V (Vein n-dimensionaler ]R- 
Vektorraum), und die Wirkung von A ist das Tensorprodukt yon 1R-linearen 
Darstellungen von A 1 resp. A 2 auf 11t 2 resp. V. 
(b) zs ist beschrieben als der dem Tensorprodukt II~2 |  Vzugrundeliegende ]R- 
Vektorraum (Vein 112-Vektorraum der Dimension /2), und die Wirkung yon A ist 
das Tensorprodukt yon C-linearen Darstellungen von A1 resp. A 2 auf q~2 resp. V. 
Wir zeigen: 
Die Situation (a) tritt nicht auf In der Situation (b) ist A 1 isomorph zu SUz(q2 ) und 
wirkt auf C 2 klassisch. 
Beweis. Wir behandeln die beiden Situationen simultan. | steht wahlweise ftir 
Tensorierung fiber IR oder C. 
Da A irreduzibel auf A wirkt, ist die Darstellung yon A 1 auf IR 2 bzw. C 2 
irreduzibel. Nach der Tabelle [32] ist folglich A~ eine der Gruppen SL2(IR),SL2(Ir ) 
oder SU2(C), und die Darstellung von A, ist die klassische Darstellung auflR 2 bzw. 
~22 oder deren duale Darstellung. 
Zur Behandlung der Fglle, in denen A 1 gleich SL2(1R ) oder SL2(C ) ist, betrachte 
man die zweidimensionale kompaktfreie Untergruppe 
yon A1. Sie l~iBt ffir einen geeigneten Vektor e:4=0 yon ]R; bzw. C2 und ffir alle 
v eV\  {0} die yon e| aufgespannten eindimensionalen /R-Untervektorr~iume 
einzeln invariant. Nach 3.5 und aus Dimensionsgrtinden mul3 dann e|  V eine 
Ursprungsgerade yon ~ sein. Diese ist aber invariant unter der Untergruppe _=. A2, 
und im Fall A 1 = SL2(q~ ) sogar unter der Untergruppe 
yon A =A 1 - A2, d.h. unter einer Untergruppe der Kodimension hSchstens 2. Die 
Bahn des zur Ursprungsgerade e| V geh6rigen uneigentlichen Punkts unter A 
kann also hSchstens 2-dimensional sein, im Gegensatz zur Generalvoraussetzung. 
Damit verbleibt nur die MSglichkeit A 1 = SU2(C ). Da SU2(~2 ) keine nichttrivia- 
le Darstellung in ]R 2 hat, ist alles gezeigt. [] 
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3.9. Angenommen, lX ist fastdirektes Produkt zweier nichttrivialer abgeschlossener 
zusammenhiingender halbeinfacher Normalteiler lX 1 und A 2. Ferner sei die irredu- 
zible Wirkung yon/~ auf A=lR  2" die reelle Form einer kompIex-linearen irreduzi- 
blen Darstellung p yon A in ~2n=l~2~)l l~V  welche das Tensorprodukt einer 
komplex-linearen Darstellung Pl yon A a auf C z und einer komplex-linearen 
Darstellung P2 Yon /k 2 auf dem n-dimensionalen 112-Vektorraum V ist. 
Dann ist Pl die klassische Darstellung yon SU2(C ) auf ~2, und P2 ist 
selbstkonjugiert, aber nicht yore t;eellen Typ. Insbesondere ist A 2 nicht lokal isomorph 
zu SLz(]R ). 
Beweis. Mit p sind auch die Darstellungen Pl und P2 irreduzibel und selbstkonju- 
giert. Laut Tabelle [32] kommt daher ffir Pl nur die klassische Darstellung einer 
der Gruppen SU2(C ) oder SL2(IR ) auf 1122 in Betracht. 
DaB dabei der Fall A 1 =SL2(IR ) nicht auftreten kann, sieht man folgender- 
maBen: In diesem Fall w~ire pl yore reellen Typ; da nach Voraussetzung p vom 
reellen Typist, w~ire also auch P2 yore reellen Typ. Mit Vr~ sei der n-dimensionale IR-
Untervektorraum der Fixpunkte einer p2-invarianten Antiinvolution erster Art 
yon Vbezeichnet. Die Wirkung yon A aufA als reelle Form yon p k6nnte damit bei 
geeigneter Identifikation yon A mit IR2| beschrieben werden als das 
Tensorprodukt fiber IR der Einschrgnkungen yon p~ auflR 2 und yon P2 auf V~. Dies 
ist aber nach 3.8 ausgeschlossen. 
pa muB also die klassische Darstellung yon SU2(G ) in G 2 sein; diese ist nicht 
vom reellen Typ. Da p reell vorausgesetzt is , kann daher auch P2 nicht reellen Typ 
haben. Alle Darstellungen yon SL2(IR ) sind reell; folglich ist A 2 sicher nicht lokal 
isomorph zu SL2(1R ). [] 
Mit diesen Informationen kann nun der 
Beweis des Hauptsatzes fiir 8-dimensionale Ebenen (n = 4) 
geffihrt werden. 
3.10. Im Fall n=4 ist dimA<9. 
Beweis. Nach 3.3 existiert ein Punkt scLo~, dessen Bahn A(s) genau Dimension 3
hat. Fiir w~A(s)\ {s} ist As, w nach 3.4 kompakt. W~ire dimAs, w>__4, so h~itte die 
kompakte zusammenh~ingende Achsenstandgruppe (As,w)1 nach der Liste 2.1 in L~ 
eine zur 3-Sph[ire hom/5omorphe Bahn. Nach dem Sphiirensatz (vgl. 1.9) hMte A 
folglich Fixpunkte in L~, im Gegensatz zur Generalvoraussetzung. 
Somit ist dim As. w =< 3 und daher dim A-- dim A(s) + dim As(w )+ dim As. w < 3 + 
3+3=9.  [] 
3.11. (n=4). A kann nicht einfach sein. 
Beweis. Nach 3.6, 3.10 und 3.7 ist A nicht kompakt, dimA<9, und A wirkt 
irreduzibel auf der affinen Ebene A -- 1R 8. Die einzigen ichtkompakten infachen 
Liegruppen der Dimension _<_9, die eine treue irreduzible Darstellung in IR 8 
besitzen, sind nun SL3(IR), PSUa(C, 1), SL2(~] ) und SL2(]R), wie man etwa anhand 
der Tabelle [32] ermittelt, Nach 2.3 und 2.4 kann A nicht lokal isomorph zu SL3(IR ) 
oder SL2((I] ) sein. Ferner hat in einer achtdimensionalen okalkompakten Transla- 
tionsebene nach [15, 3.3] I-o nie eine zu PSU3((l] , ]) lokal isomorphe Untergruppe. 
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W/ire schliel31ich A = SL2(•), so h~itte eine eindimensionale Torusuntergruppe T 
yon A in L~ einen Fixpunkt, da die 4-Sph~ire L~ nicht verschwindende 
Eulercharakteristik hat ([28, 4.7.12 S. 197]); dieser h/itte dann unter A eine Bahn 
der Dimension h/Schstens 2,im Widerspruch zu den Generalvoraussetzungen. Also 
ist A nicht einfach. [] 
3.12. (n = 4). Folglich mug A fastdirektes Produkt zweier nichttrivialer abgeschlos- 
sener zusammenh~ingender halbeinfacher Normalteiler A s und A 2 sein. Die 
irreduzible Wirkung von A auf N ist dann das Tensorprodukt von Darstellungen 
von A s und A2; dabei liegt eine der folgenden beiden Situationen vor: 
(a) Die Wirkung von A sei die Reellifizierung einer komplex-linearen Darstel- 
lung von A in ~24. Als lR-Vektorraum lggt sich dann A so mit C2| 
identifizieren, dab die Wirkung von A durch das Tensorprodukt von C-linearen 
Darstellungen von A i bzw. A 2 aufden Faktoren q2 z beschrieben ist. Nach 3.8 w~iren 
dann aber A 1 und A 2 beide gleich SU2(~), und A w~ire kompakt, im Widerspruch zu 
3.6. 
(b) Alternativ zu (a) sei die Wirkung von A auf N = IR 8 die reelle Form einer 
komplex-linearen irreduziblen Darstellung p von A in C 8= C 2 |162 C4, welche als 
Tensorprodukt omplex-linearer Darstellungen p~ und P2 von A1 bzw. A 2 auf den 
Faktoren C 2 bzw. C 4 zu beschreiben ist. Nach 3.9 ist dann A~ = SU2(112 ). 
A 2 ist einfach: sonst w/ire A 2 n~imlich fastdirektes Produkt zweier nichttrivialer 
zusammenh/ingender abgeschlossener halbeinfacher Normalteiler N~ und N 2, und 
die Darstellung P2 k6nnte ihrerseits beschrieben werden als Tensorprodukt zweier 
komplex-linearer Darstellungen von N~ bzw. N z in C 2. Nach 3.9 w~ire dann N i 
= SU2(~), und A w~ire kompakt, im Widerspruch zu 3.6. 
Wegen dim A __< 9 ist die einfache Gruppe A z lokal isomorph zu SLz(IR), SLz(C ) 
oder SU2(C), wobei SL2(IR ) nach 3.9 als M6glichkeit ausscheidet. W~ire A 2 lokal 
isomorph zu SU2(112), so wgre A kompakt, im Widerspruch zu 3.6. 
Also mug A lokal isomorph zu SU2(C) x SL2(~ )sein. Eine maximale kompakte 
Untergruppe K von A ist dann lokal isomorph zu SO4(IR ) und kann daher auf der 
4-Sph~ire L~ nur mit genau zwei Fixpunkten und sonst lauter zur 3-Sph/ire 
hom/5omorphen Bahnen wirken ([24]). Nach dem Sph/irensatz (siehe 1.9) hat dann 
aber A selbst einen universellen Fixpunkt in L~, womit ein Widerspruch gegen die 
Generalvoraussetzung erreicht ist. 
Damit hat man ftir achtdimensionale Ebenen jeden denkbaren Fall diskutiert, 
die Annahmen von 3.1 zum Widerspruch geftihrt, und somit den Hauptsatz 1.2 
bewiesen. [] 
Beweis des Hauptsatzes fiir 16-dimensionale Ebenen (n = 8) 
Zun~ichst wird gezeigt, dab gewisse Gruppen nicht als Untergruppen von A in 
Frage kommen. Der folgende Fall ist besonders wichtig, aber auch entsprechend 
aufwendig, was den Einsatz geometrischer A gumente anbetrifft: 
3.13. (n=8) A enthiilt keine zu SOT(JR , i)(ie{1, 2}) lokal isomorphe abgeschlossene 
Untergruppe. 
Beweis. (a) Angenommen, - sei eine zusammenNingende Untergruppe dieser Art. 
Da SOT(1R, i) zentrumsfrei ist, wird dann SO7(]R,i) 1 von _= iiberlagert. Sei Y 
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diejenige kompakte zusammenhiingende Untergruppe von =_, die unter dieser 
Uberlagerung auf die Untergruppe SOs(IR ) x (1) 2 yon SOT(IR, i) abgebildet wird. 
Die universelle {)berlagerungsgruppe yonY ist SU2(IH ). Die Dimensionen der 
irreduziblen lR-linearen Darstellungen yon SUz(IH ) sind 5, 8, 10, 14 oder grSl3er 
als 16. Die einzige irreduzible Darstellung der Dimension 5 bzw. 8 ist die 
gew6hnliche Wirkung als SOs(N ) bzw. SU2(IH ) auf 11t 5 bzw. IH 2 ([32]). Entwe- 
der hat also Y auf der affinen Ebene N =IR 16 yon o verschiedene Fixpunkte, 
oder aber N liibt sich als lR-Vektorraum so mit lH2x ~22 identifizieren, dab 
auf jedem der Faktoren klassisch als SU2(I[-I ) wirkt. Zun~ichst soll die erste 
Alternative ausgeschieden werden: 
Hat Y einen Fixpunkt in A \ {o}, so l~,ibt Y die durch diesen Punkt gehende 
Ursprungsgerade Winvariant, und wirkt auf W= IR 8 (da nach 2.7 fast effektiv) wie 
SOs(N ) x(1) 3 auf IRSxlR 3. Sei S ein zu W komplement~irer 2-invarianter 
Unterraum yon A = IR16. In S \ {o} daft Y keine Fixpunkte haben: sonst liebe Y ein 
nicht ausgeartetes Viereck der affinen Ebene lest und kSnnte nach [1, Satz 11 
S. 135] gedeutet werden als Automorphismengruppe eines koordinatisierenden 
Quasik6rpers; achtdimensionale lokalkompakte Quasik6rper haben aber nach 
[14] nie eine 10-dimensionale Automorphismengruppe. Also wirkt 2 auf S = 1118 
= IH 2 gew6hnlich als SUz(IH ). Da SU2(II-I ) einfach zusammenh~ingend ist, ist die 
{)berlagerung y-+YLS ein Isomorphismus. Die zentrale Involution yon Y wirkt 
trivial auf W,, ist also eine axiale Involution, und bewirkt auf S die Spiegelung am 
Ursprung. Nach 2.6 ist also auch Seine Ursprungsgerade. An der Wirkung von 
auf einer zu S parallelen Geraden durch einen Fixpunkt yon 2 in W \ {o} liest man 
nun vermSge Zentralprojektion vom Ursprung auf Loo ab, dab ~ dann in Loo zur 
7-Sph~ire hom/5omorphe Bahnen hat. Nach dem Sph~irensatz (s. 1.9) mug dann aber 
A Fixpunkte in L~o haben, im Widerspruch zur Generalvoraussetzung. 
Alternativ hat man die Situation zu behandeln, dab y isomorph zu SUz(IH ) ist 
und bei geeigneter Identifikation yon A mit IH 2 x IH 2 gew6hnlich auf jedem der 
beiden Faktoren operiert. Wir betrachten die Involution 
t=(  -1  1)~8U2 (IN) = Y. 
Ihr Zentralisator in Y = SU2(IH ) ist 
Z={(  a b)/a,b~IH;lal=lbl=l}~Spina(lR)2. 
Unter der ~berlagerungsabbildung n: SU2(IH ) -~ PSUe(IH) = SOs(N) geht t fiber 
in eine Involution, die in SOs(N) einen 6-dimensionalen Zentralisator hat;bis auf 
Konjugation ist also 
~r(z) =( -  1) 4 x (1)eSOs(IR), 
und die l~berlagerung E ---* SOT(IR, i) 1 bildet Z auf die Untergruppe SO4(IR ) x (1) 3 
yon SOv(IR, i) ab. Ihr Zentralisator in SOv(IR, i ) enthglt die zu SLe(IR ) lokal 
isomorphe Gruppe (1) 4 x SO3(IR , i). Insgesamt existiert also eine zu SLz(IR ) lokal 
isomorphe abgeschlossene zusammenhiingende Untergruppe A yon E, die Z und 
damit auch zEZ zentralisiert. Beziiglich Bahnen yon A in L~ hat man: 
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(b) A liiflt keine aus mehreren Punkten bestehende, aber hgchstens eindimensionale 
Teilmenge yon L~ invariant. 
Da PSL2(IR ) keine kompakte Untergruppe der Kodimension h6chstens 1 hat, 
und folglich A nach 3.4 nicht mehrere Fixpunkte in L~ haben kann, h~itte sonst 
n~imlich A dort eine eindimensionale Bahn ~=A(s) (ssL~). Mit der yon A/A s 
induzierten Topologie ware ~ eine eindimensionale Mannigfaltigkeit. Nach dem 
Satz yon Brouwer tiber transitive Wirkungen lokalkompakter Gruppen auf 
eindimensionalen Mannigfaltigkeiten (vgl. [25, 3.18]) w~ire die effektive Wirkung 
der zu SL2(IR ) lokai isomorphen Gruppe A auf ~ ~iquivalent zur klassischen 
Wirkung yon PSL2(IR ) auf der reellen projektiven Geraden oder zu einer 
Uberlagerung dieser Wirkung. Bei diesen Wirkungen ist aber die Standgruppe auf 
zwei Punkten nicht kompakt, w/ihrend nach 3.4 ftir s ~ w~A(s) die Standgruppe 
As, w kompakt sein soll. Dieser Widerspruch beweist (b). 
(c) Die Involution ~ kann folglich nicht axial sein (sonst w~iren gem~iB 2.6 das 
Zentrum und der uneigentliche Punkt der Achse von z zwei verschiedene in L~ 
liegende Fixpunkte von A, da 1 yon A zentralisiert wird). Also ist z eine Baer- 
Involution. Sei 113 die affine Punktmenge der zugeh6rigen Baer-Unterebene ~', d.h. 
der Unterraum der Fixpunkte yon t in A. An der Beschreibung der Wirkung von 
auf A liest man unmittelbar ab, dab der Normalteiler 
von Z effektiv auf 1B wirkt. Da t von A zentralisiert wird, ist 113 auch unter A 
invariant. A kann nicht trivial auf IB wirken (sonst lieBe A entgegen (b) auch zwei 
Punkte yon L~ lest). Wir studieren un Bahnen von A und Z 2 in der zur 4-Sph~ire 
homBomorphen uneigentlichen Geraden L~ yon N' (der Spur yon L~o in der 
Unterebene ~): 
(d) Die (quasi-)einfache Gruppe Z 2 -~Spina(1R ) wirkt auf L~ entweder trivial 
oder fast effektiv. Angenommen zun~ichst, sie wtirde dort trivial wirken. Dann w/ire 
Z 2 isomorph zu einer Untergruppe der multiplikativen Gruppe des Kerns der 
Translationsebene N (1.4). Unter den far den Kern in Frage kommenden K6rpern 
IR, q2, IH hat hierftir nur IH ausreichende Dimension. Also w/ire die achtdimensio- 
nale Translationsebene N die klassische Ebene fiber dem Quaternionenk6rper IH, 
und Z 2 w~ire die Gruppe der Streckungen des IH-Vektorraums IB=IH 2 mit 
Quaternionen der Norm 1. Weil Avon Z 2 zentralisiert wird, w~ire AJIB eine IH- 
lineare Gruppe yon affinen Kollineationen yon N, also in SLz(1H ) enthalten. Da A 
zu SL2(IR ) lokal isomorph ist, und da SL2(1R ) bis auf Aquivalenz nut eine 
quaternale Darstellung der Dimension 2 besitzt ([32]), w/ire bezfiglich geeigneter 
Koordinaten AJIB die Untergruppe SL2(I~ ) von SL2(II-I), die man durch Beschr~in- 
kung auf reelle Matrixkoeffizienten rh~ilt. A wtirde dann aber in der Quaternionen- 
ebene ~ das System der Ursprungsgeraden mit reellen Steigungen permutieren, 
also eine eindimensionale T ilmenge yon L~ invariant lassen, im Widerspruch zur 
Aussage (b). 
Somit bleibt nur die M~Sglichkeit, dab Z 2 ~Spin3(lR ) auf der 4-Sph/ire L~ fast 
effektiv operiert. Nach Richardson [24] bestehen dann die folgenden Alternativen 
(dl)-(d3): 
286 H. H~hl 
(dl) Z2IL ~ ~Spin3(lR ) hat in L~ genau zwei Fixpunkte. Diese mfil3ten dann 
unter der Z 2 zentralisierenden zusammenh~ingenden Gruppe A festbleiben, was (b) 
widerspricht. 
(d2) Z2IL % ~_SO3(IR), und die Fixpunkte von Z 2 in L~ bilden eine Kreislinie. 
Diese w~ire dann invariant unter der Z 2 zentralisierenden Gruppe A, im Wider- 
spruch zur Aussage yon (b). 
(d3) Z2IL ~ ~SO3(IR ) wirkt auf der 4-Sphiire L~ wie die Einschriinkung der 
orthogonalen irreduziblen Darstellung von SO3(IR ) in 11t 5 auf die Einheitssph~ire. 
Der Beschreibung dieser Wirkung bei Richardson [24,S.479 und w entnimmt 
man, dab dann 72 genau zwei 2-dimensionale Bahnen in L~ hat; diese sind 
hom/5omorph zur reellen projektiven Ebene P2(IR). Unter der Z 2 zentralisierenden 
zusammenh~ingenden Gruppe A sind sie dann invariant. A kann nun nicht transitiv 
auf P2(IR) operieren: da P2(IR) vonder 2-Sph~ire fiberlagert wird, mfiBte sonst nach 
[21, 5.6] auch eine maximale kompakte Untergruppe yon A dort transitiv wirken; 
eine solche ist aber ein eindimensionaler Torus. Nach (b) kann A auf den genannten 
Z2-Bahnen auch keine eindimensionalen Bahnen haben. Also mfil3te A diese Z 2- 
Bahnen punktweise festlassen, was im Gegensatz u (b) steht. 
Damit ist in allen Fallen ein Widerspruch erreicht, und 3.13 ist bewiesen. [] 
Ebenfalls mit Argumenten fiber Baer-Unterebenen zeigen wit: 
3.14. (n = 8) A ist nicht lokal isomorph zu SU2(C ) x SUa(IH , 1). 
Beweis. Angenommen, dies ware der Fall. Dann wiirde A von der einfach 
zusammenh~ingenden Gruppe SU2(~E ) x SU2(II-I, 1) iiberlagert. Die Involution 
1 _ 1) ~SU2(~I' 1)
ist nicht zentral und entspriiche daher einer nicht zentralen Involution ~eA. Da 
SU2((12 )-~Spin3(lR), enthielte der Zentralisator von t in L eine kompakte zusam- 
menhiingende Gruppe ~, die yon Spin3(IR) 3 fiberlagert wird. Nach 2.6 wiire l 
entweder axial mit einer Ursprungsgeraden S als Achse, oder aber eine Baer- 
Involution. 
Wiire i axial, so bliebe der uneigentliche Punkt s~L~ der Achse S invariant 
unter Y-, und folglich wiire dim A(s) < dim A -- dim ~ = 13 - 9 =- 4 < n - 1, im Wider- 
spruch zur Generalvoraussetzung. 
Wiire t eine Baer-Involution, so bliebe die zugehiSrige Baer-Unterebene ~ unter 
der ~ zentralisierenden Gruppe ;~ invariant. Man betrachte nun die Wirkung von 
auf der uneigentlichen Geraden L~ von N. Da von Spin3(lR) 3iiberlagert, kann Y 
nicht transitiv auf der 4-Sph~ire L~ wirken ([61). Als kompakte zusammenhiingen- 
de halbeinfache Gruppe h/itte daher Y in der 4-Sphiire L~ Bahnen der Kodimen- 
sion mindestens 2 (I-24, Theorem 1.1]). Fiir einen Punkt s aus einer solchen Bahn 
h~itte man dimAs>dimY~>7, also d imA(s )=d imA-d imA~<__13-7=6<n-1 ,  
im Widerspruch zur Generalvoraussetzung. [] 
3.15. (n=8) 5 hat keinen zu SL2(II-I ) lokal isomorphen zusammenhiingenden 
abgeschlossenen Normalteiler. 
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Beweis. Angenommen, N w~ire in solcher. Dann ist A fastdirektes Produkt von N 
mit einem zusammenNingenden abgeschlossenen Normalteiler 7. 
Zuniichst kann N keine Fixpunkte in L~ haben: Da N keine kompakte 
Untergruppe der Kodimension h/Schstens 1 besitzt, ggbe es sonst n~imlich nach den 
Informationen aus 3.4 genau einen solchen Fixpunkt, und dieser bliebe unterganz/x 
lest (da N ein Normalteiler von A ist), im Widerspruch zur Generalvoraussetzung. 
Insbesondere kann N in der affinen Ebene A = IR 16 keinen eindimensionalen 1R-
linearen Teilraum invariant lassen. Die Dimensionen der reellen irreduziblen 
Darstellungen yon SLz(IH ) sind nun 6, 8, 10, 15 oder gr613er als 16 ([32]). Folglich 
zerf~illt A = 11/16 in zwei unter N irreduzible komplement~ire TeiMiume V 1 und Vz, 
wobei entweder dim V 1 =6, dim V 2 = 10 oder dim V 1 --dim V 2 =8. Im ersten Fall 
w~ire 1/1 der einzige 6-dimensionale N-invariante Unterraum und daher invariant 
unter ganz A (da N ein Normalteiler von A ist), im Widerspruch zur Irreduzibilit~it 
yon A unter A (3.7). Also bleibt nur die M6glichkeit dim V1 = dim V 2 = 8. 
Die reell 8-dimensionalen irreduziblen Darstellungen von SL2(II-I ) sind nun die 
gew6hnliche Darstellung in IH 2 und deren Kontragrediente. A = IR 16 kann also als 
1R-Vektorraum so mit IH 2 | 2 identifiziert werden, dab N = SL2(IH) aufjedem der 
beiden Summanden auf eine der beiden genannten Arten operiert. Die zur 
Vektorgruppe 1R 4 isomorphe Untergruppe 
l~il3t dann den Unterraum S=( IHx  {0})| x {0}) punktweise fest; nach 3.5 
mtil3te S daher eine Ursprungsgerade s in. Als Unterraum der Fixpunkte von q~ 
w~ire Saber invariant unter dem N zentralisierenden komplement~iren Normaltei- 
ler Z yon A. Der uneigentljche Punkt s~L~ von S bliebe daher unter einer 
Untergruppe der Kodimension dim N-d imq~= 6 yon ZX fest und h~itte somit 
h6chstens 6-dimensionale Bahn unter A, im Widerspruch zur General- 
voraussetzung. [] 
Die folgenden Aussagen kntipfen an 3.8 und 3.9 an: 
3.16. (n = 8) Angenommen, A ist fastdirektes Produkt zweier nichttrivialer abge- 
schlossener zusammenh~ingender halbeinfacher Normalteiler A1 und A 2. Beztig- 
lich der Wirkung von /x auf A=IR  ~6 betrachten wir die folgenden beiden 
Situationen: 
(a) A ist beschrieben als Tensorprodukt IR4| V (Vein 4-dimensionaler IR- 
Vektorraum), und die Wirkung yon A ist das Tensorprodukt yon N-linearen 
Darstellungen von  A 1 bzw. A 2 auf 1lt 4 bzw. V. 
(b) A ist beschrieben als der dem Tensorprodukt C2|  V zugrundeliegende 
lR-Vektorraum (Vein 4-dimensionaler C-Vektorraum), und die Wirkung yon A ist 
das Tensorprodukt von ~-linearen Darstellungen yon/X~ resp. A 2 auf C z resp. V. 
Dann gilt: 
Aa kann nicht lokal isomorph zu  SL2(IR ) oder SL2(II? ) sein. A 2 kann nicht lokal 
isomorph zu Sp4(]R), SL4(IR), Sp4(C), SL4(112) oder SL2(I~ ) sein. Die Situation (a) tritt 
fotglich nicht auf 
288 H. H~hl 
Beweis. Da A irreduzibel aura  wirkt (3.7), sind die Darstellungen der Faktoren A i 
auf den Faktoren der Tensorprodukte irreduzibel. 
Zun~ichst zur Aussage fiber Al: DaB in Situation (b) A 1 nicht lokal isomorph zu 
SL2(IR ) oder SL2(~ ) sein kann, wurde schon in 3.8 gezeigt. 
Angenommen, in Situation (a) w~ire A 1 lokal isomorph zu SL2(C ). Die 
irreduzible Darstellung yon A1 auf IR 4 wiire dann die gewiShnliche Wirkung als 
SO4(IR, 1) 1. Eine zu SO3(IR , 1) 1 isomorphe Untergruppe A von A 1 liege einen 
eindimensionalen Teilraum U 1 von IR 4 und damit als Untergruppe von A alle 
eindimensionalen Teilr~iume von U 1 | Vc_ N 4 |  V= A invariant. Da SO 3(IR, 1) 
keine kompakte Untergruppe der Kodimension 1 hat, w~ire nach 3.5 folglich 
U~ | Vin einer Ursprungsgeraden S der Ebene enthalten. Us | Vist invariant unter 
der Gruppe A- A 2, die dann auch S invariant liel3e. Die Dimension der A-Bahn des 
uneigentlichen Punkts von S w~ire also h6chstens dim A - dim A. A 2 = dim A s -  
dim A = 6 -  3 = 3 < n -  1, im Widerspruch zur Generalvoraussetzung. 
Angenommen weiter, in Situation (a) w~ire A~ lokal isomorph zu SL2(1R ). Die 
irreduzible Darstellung von A 1 auflR 4 wiire dann die Darstellung von SL2(IR ) vom 
Gewicht 3; diese l~iBt sich folgendermaBen beschreiben ([33, w 39 S. 101ff.]): Man 
identifiziert lit 4 als lR-Vektorraum mit dem Raum ~3 aller Polynome vom Grad 
h6chstens 3mit reellen Koeffizienten in einer Variablen X, und ordnet der Matrix 
A=(~ bd) ~SL2(1R ) 
die Transformation 
~--+~: f ~--~A(f) 
mit 
d 3 aX+c 
zu. Die Untergruppe 
von A s =SL2(IR ) 1/iBt in dieser Darstellung einen eindimensionalen Teilraum U 1 
von lit ~ invariant (welcher dem yon X 3 aufgespannten Teilraum von ~ entspricht). 
Wie eben schlieBt man wieder nach 3.5, dab Us| in einer Ursprungsgeraden 
enthalten sein mfiBte, die unter E- A 2 invariant bliebe. Die Dimension der A-Bahn 
des zugeh6rigen uneigentlichen Punkts w~ire also h6chstens dim A-d imE.A  2 
= dim A 1 - dim E = 1 < n - 1, im Widerspruch zur Generalvoraussetzung. 
Mit einem v611ig parallelen Argument fiber dem Grundk6rper ~ statt IR ergibt 
sich, dab in Situation (b) J 2 nicht lokal isomorph zu SL2(C ) sein kann. In Situation 
(a) ist dies mit der entsprechenden Aussage fiber A a bereits gezeigt. 
Nun zu den fibrigen Aussagen fiber A 2. Situation (a) und (b) werden dabei 
parallel behandelt, indem man | je nach Fall als Tensorprodukt fiber IR oder 112 
deutet. W~ire A 2 lokal isomorph zu Sp4(IR ), SL4(IR), Sp4(~ ) oder SL4(C), so wiire die 
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irreduzible Darstellung von A 2 auf dem 4-dimensionalen Vektorraum V die 
gew6hnliche Wirkung auf IR 4 bzw. I1~ 4 oder deren Kontragrediente. In jedem Fall 
enthielte A 2 eine abgeschlossene Untergruppe O~_]R 2, deren Wirkung auf V 
beziiglich einer geeigneten Basis (e, .... , e4) durch die Matrizengruppe 
1/r 0<relR, 0<tEIR 
t 
l / f / /  
beschrieben w~ire. Die eindimensionalen U terr~iume der Unterrgume 1R4| 
bzw. C2| el yon A sind dann s~imtlich invariant unter @~IR 2 und mtil3ten daher 
nach 3.5 alle in ein und derselben Ursprungsgeraden liegen; andererseits spannen 
sie ganz zk auf. Dieser Widerspruch zeigt, dab fiir A 2 keine der genannten Gruppen 
in Frage kommt. 
Schliel31ich soll Situation (a), d.h. die Annahme, dab die Wirkung von A aufzk 
= IR4~ 11t 4das Tensorprodukt reell - irreduzibler Darstellungen Pl der Faktoren 
A~ (i = 1, 2) auf 11t 4 sei, insgesamt zum Widerspruch geftihrt werden. Angenommen 
also, diese Situation l~ige vor. Da dann A 1 und "'2 v611ig Ieichwertige Rollen 
spielen, und da/X nach 3.6 nicht kompakt ist, wgre o.B.d.A. A 2 nicht kompakt. A2 
kann dann nicht einfach sein, da die nicht kompakten einfachen Liegruppen, die 
eine reell irreduzible Darstellung in 11t 4 besitzen, zufolge Tabelle 1-32] lokal 
isomorph zu einer der Gruppen SL2(/R), SL2(C), Sp4(IR ) oder SL4(IR ) sind; wie 
schon gezeigt, darf aber A 2 zu keiner dieser Gruppen lokal isomorph sein. 
Also wgre A 2 seinerseits fastdirektes Produkt zweier echter abgeschlossener 
zusammenh~ingender halbeinfacher Normalteiler A21 und /X22, und die Darstel- 
lung P2 w~ire eine reelle Form des Tensorprodukts yon komplex-linearen 
irreduziblen Darstellungen P2~ der Faktoren/X2f (i-~ 1, 2) auf I172. Wieder k6nnte 
o.B.d.A./X2; als nicht kompakt angenommen werden, und wiire dann insbesondere 
nicht isomorph zu SU2(C ). Eine solche Situation ist nun aber nach 3.9 ausgeschlos- 
sen, da die Wirkung von A auf z~ aufgefal3t werden k6nnte als reelle Form des 
Tensorprodukts der Darstellung P22 yon /X22 in ~2 mit einer Darstellung von 
A 1.A21in~28. [] 
Nach diesen Vorbereitungen kann nun die systematische fallweise Diskussion 
der aufgrund er Darstellungstheorie ft r/x bestehenden M6glichkeiten aufgenom- 
men werden. Diese werden eingeschr~inkt durch die folgende Dimensionsaussage: 
3.17. (n=8) 7 __< dim /X ~ 30 . 
Beweis. Nach 3.3 existiert ein Punkt s6L~ mit dim/X(s) = 7. DaB dim A > 7, ist dann 
trivial. W~ihlt man wsA(s), so hat man 
dim A = dim A(s) + dim As(W ) + dim A,w < 14 + dim A,~; (1) 
nach 3.4 ist ferner K=(zX~.~) 1 kompakt. Zur AbschMzung der Dimension yon K 
betrachten wir die zu s und w geh6rigen Ursprungsgeraden S und W. Wie die in w 2 
hergeleitete 15bersicht tiber groge kompakte Achsenstandgruppen (2.8 in Verbin- 
dung mit 2.9) zeigt, ist entweder dim K< 16 (und dann nach (1) dimA <30 wie 
behauptet) oder aber o.B.d.A. K1S=SpinT(/R), KI W=SOT(IR). Im zweiten Fail 
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h~itte aber K in L~ zur 7-Sph~ire hom6omorphe Bahnen, wie man an Bahnen von K 
auf einer zu S parallelen Geraden durch einen Fixpunkt yon K in W\  {o} verm6ge 
Zentralprojektion von o aus auf L~ abliest. Nach dem SpNirensatz (vgl. 1.9) h~itte 
dann A einen Fixpunkt in L~o, im Widerspruch zur Generalvoraussetzung. [] 
3.18. (n = 8) A kann nicht einfach sein. 
Beweis. (a) Angenommen, A sei einfach. Die einfachen ichtkompakten Liegruppen 
einer Dimension zwischen 7und 30, die eine irreduzible lineare Darstellung in IR 16 
besitzen, sind lokal isomorph zu einer der Gruppen SOs(1R , i) (i = 1, 2, 3), SOT(IR, i) 
(i = 1, 2), SL3(112 ) und SOs(N, 2), wie man etwa Tabelle [-32] entnimmt. Nach 3.13 
und 2.13 kann A nicht lokal isomorph zu SOs(IR, i), SOv(1R, i) oder SL3(~ ) sein. Ist 
A einfach, so muB A also nach 3.6 und 3.7 lokal isomorph zu SO5(]R,2 ) sein. 
(b) A enthi~lt dann eine zu SO4(IR, 2) lokal isomorphe abgeschlossene zusam- 
menhiingende Untergruppe A. Da SO4(IR, 2) lokal isomorph zu SL2(1R ) x SL2(1R )
ist, ist A fastdirektes Produkt von zwei zu SL2(IR ) lokal isomorphen zusammenh~in- 
genden abgeschlossenen Normalteilern A i (i = 1, 2). Sei =_i die zusammenh~ingende 
abgeschlossene Untergruppe von A~ (i = 1, 2), die der Untergruppe 
entspricht. Dann gilt zungchst: 
(c) =-i l;~fit in A keinen eindimensionalen lR-linearen Teilraum invariant. 
Denn angenommen doch, dann bliebe auch eine Ursprungsgerade r Ebene 
invariant unter E~, und zwar nach 3.4 genau eine, da =-~ keine kompakte 
Untergruppe der Kodimension h/Schstens 1 enth~ilt. Diese einzige unter E i 
invariante Ursprungsgerade S w~ire dann auch invariant unter dem Normalisator 
von _=i in A, der neben E~ selbst noch die Ai zentralisierende Untergruppe Aj 
(i +j  ~ { 1, 2}) enth~ilt und daher Kodimension hSchstens 5 in A hat. Die A-Bahn des 
uneigentlichen Punkts yon S w~ire also hiSchstens 5-dimensional, im Widerspruch 
zur Generalvoraussetzung. 
(d) Sei nun V eine irreduzible Komponente yon z~ = IR 16 unter der Wirkung von 
A. Nach (c) miissen insbesondere b ide Faktoren/k~ (i = 1, 2) yon A nichttrivial auf V 
operieren. Da alle Darstellungen yon SLa(IR ) reell sind, 1/iBt sich V so mit einem 
Tensorprodukt IRml | 1R m2 (m~ >__ 2) identifizieren, dab die Wirkung von A auf V als 
Tensorprodukt von irreduziblen Darstellungen p~ der Faktoren Ai auf den 
Faktoren IR m~ beschrieben ist. W~ire m~ gleich 2 oder 4, so w~ire p~ die gewShnliche 
Darstellung yon SL2(1R ) auf IR 2 bzw. die Darstellung vom Gewicht 3 yon SLz(IR ) 
auf IR 4 (vgl. den Beweis von 3.16 f'tir eine Beschreibung der letzteren). In beiden 
F~illen liel3e =_,: einen eindimensionalen U terraum von IR m' und damit yon V ~_A 
invariant, im Widerspruch zu (c). Also ist mi=3, 5, ... und wegen ml.m2= 
dim V< 16 daher die Dimension von V gleich 9 oder 15. Die affine Ebene A 
= IR a 6 miiBte nun in irreduzible Komponenten dieser Art zerlegt werden k/Snnen, 
was offensichtlich unm/Sglich ist. Dies zeigt, dab A entgegen unserer Annahme nicht 
einfach sein kann. [] 
3.19. (n = 8) Die lineare Wirkung yon A auf A = IR 16 ist nicht die Reellifizierung einer 
komplex-linearen Darstellung in C a. 
Klassifikation lokalkompakter zusammenh~ingender Translationsebenen 291 
Beweis. Nach 3.6 und 3.18 ist A fastdirektes Produkt zweier nichttrivialer 
abgeschlossener zusammenh/ingender halbeinfacher Normalteiler /~1 und /X 2. 
Angenommen un, die nach 3.7 irreduzible Wirkung yon ZX auf A sei die 
Reellifizierung einer komplex-linearen Darstellung. Dann kann z~ als 1R- Vektor- 
raum o.B.d.A, so mit C 2 |162 4 identifiziert werden, dab die Wirkung von • das 
Tensorprodukt von komplex-linearen Darstellungen von A 1 bzw. A 2 auf 117 2 bzw. 
C A ist. Nach 3.8 ist dabei notwendig 
~ =SU2(r 
Weiter mug ZX 2 einfach sein: sonst w/ire n/imlich die Wirkung yon A auf A = ~2 s
Tensorprodukt von Darstellungen dreier nichttrivialer abgeschlossener zusam- 
menh/ingender Normalteiler von A auf C 2, nach 3.8 w/ire jeder der drei 
Normalteiler isomorph zu SU2(•), und A w/ire kompakt, im Widerspruch zu 3.6. 
Wegen /Xl=SU2(C ) und nach 3.17 ist 4<dimA2<27;  ferner ist A 2 nicht 
kompakt. Der Tabelle [32] entnimmt man, dab die einfachen ichtkompakten 
Liegruppen einer Dimension zwischen 4 und 27, die eine irreduzible Darstellung 
in r haben, lokal isomorph zu einer der Gruppen SL4(]R), Spr Spg(1R), 
SW 2 0H, t), SL 2 (][-I),St2(l~) oder SU~(~;,/) (i= 1, 2) sind. Nach 3.16, 3.14 und 3.15 
kommt unter dieser Auswahl ftir /~z nur noch der lokale Typ von SU4(~2, i) in 
Betracht. 
Angenommen also, A z w/ire lokal isomorph zu SU4(112, i ) (i=1,2). Die 
irreduzible Darstellung von A 2 auf dem Faktor r yon A = q2 2 | 4 ist dann die 
gew6hnliche Wirkung von SU4(112, i) oder deren Kontragrediente. Wir betrachten 
SU~(C, i) als spezielle unit/ire Gruppe beziiglich der hermiteschen Form h(x,y) 
= x 1 3'7+ x2 ~ + xs Y33 - x4 ~-4 von q2 4, wobei (x 1, x2, xs, x4) die Koordinaten yon 
xE(12 4 beziiglich der kanonischen Basis (fl,f2,f3,f4) sind. Die Vereinigung des 
Unterraums II2 2 | von A=~ 2 |162 4 mit 112 |  einerseits bzw. mit 112 | 
andererseits bleibt jeweils punktweise fest unter einer geeignet gew~ihlten zu 
SU2(C, 1) isomorphen Untergruppe von A2_cZX. Da SU2(C , 1) keine kompakte 
Untergruppe der Kodimension h6chstens 1 enth~ilt, miil3ten also nach 3.5 alle diese 
Unterr/iume 112 | (j = 1, 2, 3) in ein und derselben Ursprungsgeraden der Ebenr 
enthalten sein, im Widerspruch dazu, dab sie zusammen einen reell 12-dimensiona- 
len Teilraum yon A aufspannen. [] 
3.20. (n = 8) Nach 3.19 mul3 sich also die gem/il3 3.7 irreduzible Wirkung von A aufA 
= IR 1 6 als reelle Form einer komplex-linearen irreduziblen Darstellung p von ZX auf 
1171 6beschreiben lassen. Die halbeinfache Liegruppe (3.6) A ist fastdirektes Produkt 
nichttrivialer abgeschlossener zusammenh/ingender einfacher Normalteiler A i 
(i=1, ...,k), wobei nach 3.18 k=>2; und p ist das Tensorprodukt komplexer 
irreduzibler Darstellungen 
Pi vorl A i auf (12 '~ 
verm6ge iner geeigneten Identifikation 
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Wegen 
m~ "m2 .. . . .  rn k = 16 
ist jedes der m~ eine Zweierpotenz und daher 
m i < 8 (i = 1, ..., k). 
O.B.d.A. sei 
ml <~m2,.. ~m k. 
Im einzelnen sind dann die folgenden F~ille denkbar: 
(i) k = 4, m~ = 2 (i = 1 , . . . ,  4), 
(ii) k=3,  ml=mz=2, m3=4, 
(iii) k=2,  m1=2 , m2=8 , 
(iv) k=2,  ml=m2=4.  
Diese werden nun gesondert diskutiert. 
Zu (i): Nach 3.9 mtiBte in diesem Fall /x i gleich SU2(C ) sein ( i= 1, ...,4), im 
Widerspruch dazu, dab A nach 3.6 nicht kompakt sein darf. 
Zu (ii): Nach 3.9 w~ire dann/x 1 = SU2 (C) = zX2, und die Darstellungen p 1 bzw. P2 
yon /~1 bzw. /X a w~iren die gew6hnliche Wirkung. Insbesondere w~ire Pl| 
selbstkonjugiert und vom reellen Typ, so dab auch P3 selbstkonjugiert und vom 
reellen Typ s ein miigte, da die Darstellung p= p 1 | P2 | P 3 von/~ in 11716 eine reelle 
Form hat, niimlich die Wirkung von /~ auf A=IR  16. Diese k/Snnte dann aber 
beschrieben werden als Tensorprodukt einer Darstellung von /X~.A 2 in 11{ 4
(n~imlich der reellen Form yon PI| und einer Darstellung von /x 3 in IR 4 
(n~imlich der reellen Form von P3), was in 3.16 ausgeschlossen wurde. 
Zu (iii): Auch in dieser Situation w~ire pz die gewiShnliche Wirkung yon At = 
SU2((I; ) auf I122. Diese ist vom quaternalen Typ; da andererseits p = P~| vom 
reellen Typist, miiBte also die Darstellung P2 von A 2 auf C s auch (selbstkonjugiert 
und) vom quaternalen Typ sein. Wegen/X~ = SU2(C ) und nach 3.6 wgre A 2 nicht 
kompakt, und nach 3.17 h~itte man 4 < dim A 2 < 27. Tabelle [32] zufolge ist nun 
eine einfache nichtkompakte Liegruppe aus diesem Dimensionsbereich, die eine 
irreduzible komplex-lineare s lbstkonjugierte Darstellung in C 8 vom quaternalen 
Typ besitzt, lokal isomorph zu SO v(lR , i) mit ie { 1, 2}. Nach 3.13 kann aber A 2 nicht 
lokal isomorph zu einer dieser Gruppen sein. 
Zu (iv): Die Darstellung p = p ~ | P2 von/x ist vom reellen Typ; folglich miissen 
in dieser Situation die Darstellungen p,: beide selbstkonjugiert, und entweder beide 
vom reellen oder beide vom quaternalen Typ sein. W~iren beide reell, so w~ire die 
Wirkung yon A auf A=]R 16 als reelle Form von p beschreibbar durch ein 
Tensorprodukt yon Darstellungen von /X~ und A 2 in IR 4 (n~imlich der reellen 
Formen yon p~ und P2); dies wurde in 3.16 ausgeschlossen. Also miissen pl und Pz 
quaternal sein. Nach 3.17 ist 3 < dim/Xi < 27 (i = 1, 2). Gem~il3 Tabelle [32] sind die 
einzigen einfachen Liegruppen dieses Dimensionsbereichs, die eine irreduzible 
selbstkonjugierte Darstellung in G4 vom quaternalen Typ haben, die Gruppen 
SU2(112), SUz(IH), SUa(IH, 1) und SL2(IH ). Nach 3.15 kann keiner der Faktoren A i 
isomorph zu SL 2 (IH) sein; augerdem sind nach 3.6 nicht beide Faktoren/~ yon 
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A=A 1 - A 2 kompakt. Folglich mfiBte A lokal isomorph zu einer der Gruppen 
SU2(C) xSU2(IFI, 1), SU2(II-I) xSU2(II-I, 1) oder SU2(IH, 1)xSU2(IH, 1) sein. 
Ersteres scheidet nach 3.14 aus; die letzten beiden M6glichkeiten werden im 
folgenden Abschnitt ausgeschlossen. 
In s/imtlichen unter den Generalvoraussetzungen d kbaren Situationen ist 
dann ein Widerspruch erzielt und der Hauptsatz 1.2 damit bewiesen. 
3.21. (n=8) A ist nicht lokal isomorph zu SU2(IH , 1)x SU2( ] I - I  , 1) oder 
SU 2 (IH) x SU 2 (]H, 1). 
Beweis. Angenommen, A sei lokal isomorph zu einer dieser Gruppen. Dann enth/ilt 
A eine nicht zentrale Involution 1, die yon einem zu SU2(IH, 1) lokal isomorphen 
abgeschlossenen zusammenh/ingenden Normalteiler ~ zentralisiert wird. Dieser 
kann nach 3.4 keine zwei verschiedenen Ursprungsgeraden festlassen, da er keine 
kompakte Untergruppe der Kodimension h6chstens 1 enthglt. 
Folglich ist z nicht axial, da sonst Z nach 2.6 genau zwei Ursprungsgeraden 
invariant lieBe, die dann auch invariant unter der t zentralisierenden zusammen- 
h~ingenden Gruppe Y- w/iren. 
Also ist z eine Baer-Involution. Auf der affinen Punktmenge IB der zugeh6rigen 
(achtdimensionalen) Baer-Unterebene ~, die unter y invariant bleibt, kann ~ nicht 
trivial operieren, da sonst :r zwei Ursprungsgeraden festlassen wfirde. Als einfache 
Liegruppe wirkt ~ daher auflB fast effektiv. Da Y lokal isomorph zu SUz(IH, 1) ist, 
ist N folglich ([-15, 3.4]) die klassische Quaternionenebene, und Y wirkt klassisch auf 
IB, d.h. die affine Ebene yon N kann so mit der affinen Ebene fiber dem 
Quaternionenk6rper IH identifiziert werden, dab Y auf 113 =]I-I 2 gew6hnlich als 
SU2(II-I, 1) operiert. 
Y wirkt dann transitiv aufdem System derjenigen Ursprungsgeraden der affinen 
Quaternionenebene, d ren Steigung Betrag 1 hat. Unter den Generalvoraussetzurl- 
gen an A mtiBte also nach 3.4 die Standgruppe yon Y auf zwei solchen Geraden 
kompakt sein. Dies ist nicht der Fall: Die abgeschlossene aber nicht kompakte 
Untergruppe 
yon SU2(IH, 1) l~iBt in der Quaternionenebene di Ursprungsgeraden der Steigung 
1 und -1  invariant. [] 
Literatur 
1. Andr6, J.: Projektive Ebenen tiber Fastk6rpern. Math. Z. 62, 137-160 (1955) 
2. Baer, R.: Projectivities with fixed points on every I~ne oftSe plane. Bull Amer. math. Soc. 52, 273 
-286 (1946) 
3. Baer, R.: Linear Algebra nd Projective Geometry. New York: Academic Press 1952 
4. Betten, D.: 4-dimensionale Translationsebenen. Math. Z. 128, 129-151 (1972) 
5. Betten, D.: 4-dimensionale Translationsebenen mit irreduzibler Kollineationsgruppe. Arch. der 
Math. 24, 552-560 (1973) 
6. Borel, A. : Some remarks about Lie groups transitive on spheres and tori. Bull. Amer. math. Soc. 55, 
580-586 (1949) 
7. Borel, A.: Le plan projectif des octaves et les sph6res comme spaces homog6nes. C. r. Acad. Sci., 
Paris 231, 943-945 (1950) 
294 H. g~l~l 
8. Borel, A.: Seminar on Transformation Groups. Princeton, N.J.: Princeton University Press 1960 
9. Brauer, R.: On the relation between the orthogonal group and the unimodular group. Arch. rat. 
Mech. Analysis 18, 97-99 (1965) 
10. Buchanan, T., H~thl, H.: On the kernel and the nuclei of 8-dimensional locally compact quasifields. 
Arch. der Math. 29, 472-480 (1977) 
11. Dembowski, P.: Finite Geometries. Berlin-Heidelberg-New York: Springer 1968 
12. Hghl, H.: Automorphismengruppen yon lokalkompakten zusammenhS.ngenden Quasik6rpern und 
Translationsebenen. Geometriae dedicata 4, 305- 321 (1975) 
13. H~ihl, H.: Geometrisch homogene vierdimensionale reelle Divisionsalgebren. Geometriae dedicata 
4, 333-361 (1975) 
14. Hiihl, H.: Automorphismengruppen achtdimensionaler lokalkompakter Quasik~Srper. Math. Z. 
149, 203-225 (1976) 
15. H~ihl, H.: Lokalkompakte zusammenh~ingende Translationsebenen mit groBen Sphiirenbahnen auf 
der Translationsachse. Preprint 
16. Hofmann, K.H., Lorenz, F. : Einfiihrung in die Theorie der Liegruppen II. Vorlesung Tiibingen 
Sommersemester 1963 
17. Hopf, H.: Systeme symmetrischer Bilinearformen und euklidische Modelle der projektiven R~ume. 
Vjschr. naturforsch. Ges. Ziirich 85, Beiblatt Nr. 32 (1940) (Festschrift Rudolf Fueter). Siehe auch: 
Selecta Hopf, pp. 107ff. Berlin-G6ttingen-Heidelberg-New York: Springer 1964 
18. Kalscheuer, F.: Die Bestimmung aller stetigen Fastk/Srper. Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 13,413 
-435 (1940) 
19. Montgomery, D.: Finite dimensionality of certain transformation groups. Illinois J. Math. 1, 28-35 
(1957) 
20. Montgomery, D., Samelson, H.: Transformation groups of spheres. Ann. of Math., II. Ser. 44, 454 
-470 (1943) 
21. Montgomery, D., Zippin, L.: Topological Transformation Groups. New York: Interscience 1955 
22. Noll, W.: Proof of the maximality of the orthogonal group in the unimodular group. Arch. rat. 
Mech. Analysis 18, 100-102 (1965) 
23. Poncet, J.: Groupes de Lie compacts de transformations de l'espace uclidien et les sph6res comme 
espaces homog6nes. Commentarii math. Helvet. 33, 109-120 (1959) 
24. Richardson, R.W. jr.: Groups acting on the 4-sphere. Illinois J. Math. 5, 474-485 (1961) 
25. Salzmann, H.: Topological planes. Advances Math, 2, 1 -  60 (1967/68) 
26. Salzmann, H.: Homogene affine Ebenen. Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 43, 216-220 (1975) 
27. Salzmann, H.: Compact 8-dimensional projective planes with large collineation groups. Erscheint 
in Geometriae dedicata 
28. Spanier, E.: Algebraic Topology. New York: Mc. Graw Hill 1966 
29. Tits, J.: Sur certaines classes d'espaces homog6nes de groupes de Lie. M6moires de l'Academie 
royale de Belgique, Classe des Sciences XXIX, Fasc. 3 (1955) 
30. Tits, J.: Sur les groupes doublement transitifs continus: corrections et compl6ments. Commentarii 
math. Helvet. 30, 234-240 (1956) 
31. Tits, J.: Transitivit6 des groupes de mouvements. In: Bericht yon der Riemann-Tagung (Berlin 1954) 
pp. 98-111. Berlin: Akademie-Verlag 1957 
32. Tits, J.: Tabellen zu den einfachen Liegruppen und ihren Darstellungen. Lecture Notes in 
Mathematics 40. Berlin-Heidelberg-New York: Springer 1967 
33. ~elobenko, D.P.: Compact Lie Groups and their Representations. Translations of Mathematical 
Monographs Vol. 40. Providence: American Mathematical Society 1973 
Eingegangen am 27. Dezember 1977 
